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内 容 简 介 

本 书 间 读者 介绍 了 构成 代数 数论 理论 柜 尝 前- - 般 问 题 的 一 个 理解 . 从 
数学 特别 是 算数 的 发 展 中 引出 结论 ,并 用 群 论 的 术语 与 方法 来 给 出 关于 有 
限 与 无 限 阿 贝尔 群 的 必要 定理 , 导 人 歼 了 形式 上 上 与 概念 上 相当 的 简化 ;给 出 了 
任意 代数 数 域 中 最 一 般 二 演 妾 反 律 一 个 新 的 证 是 ,并 给 出 了 相对 二 沈 类 域 
存在 性 的 证明 . 

本 书 是 殿 高 等 学 校 数学 系数 论 与 代数 专业 的 研究 生 及 高 年 狠 学 生 闽 
读 , 也 可 作为 数论 研究 人 员 的 科研 参考 书 ， 
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这 本 书 是 根据 我 在 巴塞 尔 、 哥 族 根 与 汉堡 的 若 二 次 讲课 材料 
写成 的 ,其 目的 在 于 向 没有 任何 数论 预备 知识 的 读者 介绍 构成 代 
数 数论 理论 框架 的 一 般 问 题 一 个 理解 .前 七 章 没 有 包含 本 质 上 新 
的 东西 ;包括 其 形式 在 内 ,我 从 数学 ,特别 是 算术 的 发 展 中 引出 结 
论 , 并 用 群 论 的 术语 与 方法 来 给 出 关于 有 限 与 无 限 阿 员 尔 群 的 必 
坚定 理 . 这 将 导致 形式 上 与 概念 上 相当 的 简化 .对 于 熟悉 这 个 理论 
的 人 ,有 些 章节 或 许 仍然 会 感 兴 趣 ,例如 阿 贝尔 群 基本 定理 的 证 明 
($8) ,我 用 戴 德 金 的 原始 构造 方法 处 理 相 对 判别 趟 理论 ($36， 
38) ,及 不 用 截 培 函数 决定 类 数 ( $ 50)， 

最 后 一 章 , 即 第 八 章 将 引导 读者 至 近代 理论 之 高 峰 .这 一 章 将 
给 出 任意 代数 数 域 中 最 一 般 二 次 互 反 律 一 个 新 的 证 明 ,其 中 用 到 
西塔 明 数 . 它 比 至 今 所 知道 的 证 明 本 质 上 要 简短 得 多 .尽管 这 一 方 
法 至 今 还 不 能 作 推 广 ,但 它 可 以 给 初学 者 在 代数 数 域 中 出 现 的 各 
种 新 概念 一 个 全 艇 ,从 而 可 使 较 高 的 互 反 定理 变 得 较 易 接受 . 作为 
互 上 反 定理 的 推论 ,在 本 书 的 结尾 ,我 们 将 给 出 相对 二 次 类 域 存在 性 
的 证 明 . 

作为 预备 知识 ,我 们 仅 要 求 读者 具备 初等 微 积分 与 代数 知识 ， 
对 于 最 后 一 章 , 则 要 求 有 复 函 数论 知识 . 

我 并 向 坦克 、 汉 布尔 革 与 奥 斯 特 罗 夫 斯 基 先 生 表示 感谢 ,他 们 
为 本 书 指 误 并 作 了 不 少 建议 . 早 丰 大战 之 前 ,出 版 社 即 坚持 从 事 了 
本 书 的 出 版 工作 , 灌 致 谢意 .为 使 本 书 可 能 而 世 , 他 们 不 顾 评 境 的 
极端 困难 . 对 于 他 们 的 辛劳 ,应 致 特殊 感谢 ， 


EE. 坎 克 
汉堡 ,数学 讨论 班 ,1923 年 3 月 
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第 一 章 ”有 理 数 论 概要 


$1. 可 除 性 .最 大 公 因 子 . 模 、 
素数 及 数论 的 基本 定理 


我 们 暂时 假定 ,算术 的 对 象 为 全 体 整数 , 即 0, 士 1, 士 2,…, 它 
们 了 亲 有 加 法 减法、 乘法 与 除法 (不 是 总 有 的 ). 高 等 算术 中 用 的 研 
究 方 法 类 似 于 实数 与 复数 的 方法 ,进而 言 之 ,在 推导 出 它 的 定理 
时 ,我 们 也 用 到 属于 数学 其 他 一 些 领域 的 分 析 方 法 ,例如 微 积分 与 
复 函 数论 .由 于 本 书 的 后 面部 分 将 讨论 这 些 方面 ,我 们 将 假定 读者 
熟知 全 体 复数 构成 的 数 域 ,其 中 四 种 运算 (除去 用 0 除 以 外 ) 可 以 
无 限制 地 进行 ,复数 域 在 代数 概要 及 微 积 分 中 已 作 了 较 细 致 地 讲 
授 , 在 这 一 - 域 中 ,1 是 满足 方程 

1 :二 总 
对 所 有 数 a 成 立 的 一 个 特别 的 数 . 其 他 的 整数 都 是 由 1 经 过 可 法 
与 减法 而 得 来 的 ,如 果 再 经 过 除法 运算 则 得 到 有 理 数 集合 , 即 整数 
商 的 全 体 , 以 后 ,从 321 开始 “整数 "的 概念 将 有 一 个 本质 的 
推广 

在 这 个 导 引 部 分 ,我 们 将 给 出 有 理 算术 的 基本 知识 ,简要 地 
说 ,它们 是 关于 整数 的 可 除 性 性 质 . 

由 两 个 有 理 整 数 a ,5 总 能 得 到 形 如 a +5,a 一 6 及 a*5 的 整 
数 , 而 a 则 不 一 定 是 整数 ,车 a 为 束 数 ,部 a 与 5 具有 这 一 特 
罚 性 质 , 则 我 们 用 记号 1a 来 表示 ,或 者 说 :5 整除 a ,或 5 一致 进 
和 人 a ,或 5 是 a 的 一 个 因子 (因数 ), 或 a 是 4b 的 倍数 .每 一 个 整数 
at 天 0) 都 有 好 带 因 了 于 +a,+tlia 与 -aa 有 相同 的 因子 ,能 够 整 队 
每 一 个 数 的 整数 仅 为 两 个 “单位 "1 与 -上 .一 个 非 零 的 整数 e ,由 
于 它 的 因子 的 绝对 值 不 超过 ja 1 ,所 以 它 只 有 有 限 多 个 因子 ; 男 一 
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方面 ,每 一 个 非 零 整数 绷 可 以 整除 0. 
大 6 天 0 为 整数 , 则 在 不 超过 一 个 给 予 整数 a 和 5， 之 倍数 中 ， 
止 好 有 一 个 最 大 的 倍数 , 记 为 昭 ,所 以 ea -本 = 为 一 个 小 于 
15 | 的 非 负 整数 .这 个 由 a 与 疡 惟 -- 确 定 , 并 适合 要 求 
a = 09 十 r+,9 为 整数 ,0D 所 之 | 
的 整数 > 称 为 a 被 b 除 的 余数 ,或 a 的 剩余 模 上 5. 因此 ,语句 51a 
就 等 价 手 r= 人 0. 
如 果 我 们 现在 将 注意 力 转 到 两 个 整数 a ,5 的 公 因 子 c, 即 满 
足 cla 与 cb 的 整数 , 则 首先 要 考虑 的 是 一 个 惟一 确定 的 最 大 公 
因子 (简单 记 为 GCD) ;我 们 将 它 记 为 (a ,58) = qd. 按照 这 个 定义 我 
们 总 有 4 实 1. 为 了 寻求 这 个 数 ta,5) 的 性 质 ,我 们 考 上 处 到 对 于 所 
有 整数 + ,y 总 有 d |ax + by. 帮 我 们 现在 考虑 所 有 数 L(x,y) = 
ax + by 的 集合 ,此 处 x ,y 过 所 有 整数 , 则 a 显然 亦 是 所 有 工 (4z， 
y) 的 GCD; 事 实 上 ,由 于 它 能 整除 所 有 的 L(x,y), 并 且 没 有 具有 
这 一 性 质 的 更 大 的 数 ,这 是 内 为 没有 更 大 的 数 能 同时 整除 a = 
L(1,0) 及 5= (0,]). 在 所 有 正 整数 L(zr,y) 中 , 令 40= L(xo， 
?60) 为 最 小 者 ,所 以 由 
L(z,y) >>0 立 即 推 出 工人 (zy) 之 dp. (1) 
我 们 现在 来 证 明 每 一 个 n= 上 L(x,x) 篆 为 do 的 倍数 及 4 = 
qo. 命 nmod do 的 剩余 > 由 
r =- gdo= L(r— gr0,y — gyo0) 
决定 .在 此 我 们 有 0<r<a; 由 (HH 式 可 知 由 >>0 即 得 > 之 do 所 
以 我 们 只 能 有 > =0., 即 n= qdo. 由 于 每 一 个 偿 数 gdo= 工 (dzrn， 
gqyo) 亦 出 现在 L(xz,y) 中 ,所 以 集合 L(xz,y) 与 do 的 倍数 集合 是 
等 同 的 .因此 do 亦 为 L(x,y) 的 GCD, 即 它 与 4d 和 书 等 ,特别 由 此 
推出 ; 
定理 1 若 (a,5)=d, 则 方程 
A 二 ariby 
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进而 言 之 ,由 此 推出 a 与 5 的 每 一 个 公 因 子 者 能 整除 4 ,5 的 
GCOD. 

为 了 确定 GCD, 我 们 用 到 熟知 的 一 直 退 讲 到 欧 几 里 得 的 所 谓 
欧 儿 里 得 算法 ,这 个 算法 的 要 点 为 将 (a ,pb) 的 计算 归结 为 两 个 较 
小 数 的 GCD 的 计算 .由 a=6+r 可 知 a 与 5 的 公 因 子 恒 同 于 6 
与 7 的 公 因子 ,从 而 有 (aa)=(ar). 为 简单 计 , 假 定 a >0,5> 
0, 因 为 对 称 性 ,我 们 置 a =a1b= ay 然后 傅 ajmod as 之 剩余 为 
a3 ,一 般 言 之 , 命 

ai 为 cmodal 的 剩余， i = 1,2,… 
直至 剩余 可 以 被 决 定 , 即 ar 1>0, 及 事实 上 , 命 
di = gat 十 0 0 过 ar2 < dr. 

由 于 按照 这 一 程序 , 当 ;之 2 时 ,oa; 形成 一 个 单调 递 疾 序 列 ， 
所 以 经 有 限 步 又 后 ,这 一 过 程 必 须 终 止 , 即 当 剩 余 变 为 零 和 时 终止 ， 
假定 w+raz=0, 由 于 

(alya) = (azya3)y = = (aryast1} = (arr13 60142) 

一 (apiyGR+2 一 (arris0) 二 dgk+1， 

则 最 后 的 非 零 剩余 , 即 欲 寻求 的 GCD. 

在 定理 1 的 证 朋 中 ,我 们 仅 用 到 数 集合 L(x ,y) 的 一 个 性 质 ， 
即 这 一 -集合 是 一 个 模 . 在 此 我 们 定义 : 

定义 ”车 一 个 整数 系 S 至 少 包 含 一 个 异 于 0 的 数 及 当 sn 与 
n 属于 S 时 ,m+ 与 训 一 n 者 属于 S, 则 5 称 为 一 个 异 . 

因此 ,车 mx 属于 S, 刚 六 + 下 =21, 放 十 2 了 二 3 了 属于 
S; 进 而 言 之 ,mm 一 二 0 ,一 2 黄 二 一 2 贡 一 3 二 一 2m,… 属 
于 SS, 所 以 一 般 说 来 , 当 m 属于 S 时 ,对 于 每 一 个 整数 z ,mzr 亦 
属于 S, 从 而 当 六 ,2 属于 S 时 ,对 于 所 有 整数 工 ,y ,mz + ny 亦 属 
于 5. 

借助 于 定理 1 的 证 明 , 我 们 可 以 证 明 下 面 关 于 模 非 常 一 般 的 
定理 


定理 2 ”一 个 模 S 中 的 数 恒 同 于 某 个 数 4 的 倍数 , 除 一 个 因 
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子 +1 之 外 ,d 由 5 决定. 

在 证 明定 理 时 ,我 们 可 以 考虑 5S 仪 包 会 正 整 数 . 命 4 为 S 中 
的 最 小 正 整 数 ,车 x 谋 于 5S, 则 如 前 可 知 ,对 于 每 一 整数 g,n 一 gd 
都 属于 S ,特别 nmodg 之 剩余 属于 S, 它 <4 但 守 0. 因 L 必 须 等 
于 零 .从 而 S 中 的 每 一 个 数 禹 是 a 的 信和 数 , 又 由 于 d 属于 S, 记 
以 全 体 a 的 倍数 亦 属 于 S, 命 a 为 具有 这 一 铂 质 的 第 二 个 数 .5S 
中 的 数 恒 同 于 了 的 倍数 一 一 则 2 必 为 a 的 倍数 , 且 其 逆 亦 真 .所 
d=+td. 

如 人 在 一 个 以 整数 为 系数 的 任意 线性 型 4x1 + azz2+ 十 
aa 中 , 命 x1,… ,zn 过 所 有 整数 , 则 按 这 个 途径 定义 的 值 域 显然 
是 一 个 模 . 特别 我 们 得 到 

定理 3 任意 2 个 变数 的 非 全 为 零 的 整 系数 线性 型 的 值 域 
司 同 于 某 一 个 变数 的 线性 型 zz 的 值 域 .在 此 4 为 原来 线性 型 的 
系数 的 GCD， 

欲 方 程 ( 所 俏 和 于 着 图 方程 ) 

E 一 at] 十 A222 + 十 AnTn 
有 整数 解 x1 ,… ,x ,其 充 要 条 件 为 a1,… ,a 的 GCD 整除 天， 

车 (a ,5)=1, 我 们 称 a 与 5 互 素 .由 定理 工 可 知人 敏 (e ,8)= 

1, 其 充 要 条 件 为 方程 


arti+pby= |] 

肯 整 数 解 z,y. 

关于 记号 (a ,5) ,最 重要 的 计算 规则 如 下 : 

定理 4 ”对 于 任何 三 个 整数 s ,5,c, 其 中 c>0, 我 们 有 

{ab)c = (ac, pe). (2) 

后 实 上 ,车 (a,8)=4, 则 由 ax + by=q 的 可 解 性 及 定理 1 可 
知 , 方 程 acr + Bey= cd 可 解 ;从 而 再 由 定理 1 司 知 ,ed 为 (ac ,bc) 
的 倍数 . 另 一 上 方面 ,cd 六 为 ac ,Bc 的 一 个 公 因 子 ,所 以 它 必须 等 于 
Cac ,be ). 

除 此 以 外 ,我 们 注意 到 两 个 数 a 与 5 的 最 小 公 倍 这 一 概念 .这 
是 同时 可 以 被 a 与 #5 整除 的 最 小 正 数 %, 对 于 这 个 数 , 我 们 有 


$1, 可 除 性 .最 大 会 因子 、 模 .素数 及 数论 的 基本 定理 5， 


v= 一 一 ， 此 处 (a,5)= 了， (3) 
因为 由 (2) 式 可 若 


自 于 名 为 [ 盾 v 与 (总 je 的 一 个 公 因 子 ,所 以 它 整 除 5, 即 "之 
-人 2 ; 另 一 方面 , 驰 为 一 个 可 以 同时 被 与 5 整除 的 数 ,所 以 它 的 


绝对 值 之 0. 因 此 彼 只 可 能 等 于 + 


由 于 可 以 同时 被 a 与 & 整除 的 数 构成 一 个 模 , 及 vw 为 其 中 的 
最 小 正 数 ,所 以 每 一 个 同时 被 a 与 5 整除 的 数 也 必须 是 * 的 倍数 . 

现在 我 们 来 讨论 一 个 数 a 的 乘法 分 解 . 若 除 了 寻常 整数 分 
解 , 即 其 中 一 个 因子 为 土 1, 男 一 个 土 a 外 ,再 没有 其 他 分 解 了 ,我 
们 就 称 a 为 一 个 素数 . 这 种 数 是 存在 的 ,例如 土 2, 土 3, 土 S,…, 我 
们 不 把 +1 算 作 素 数 .为 了 简单 起 见 , 如 果 我 们 限于 把 正 数 a 分 解 
为 正 因 子 , 首 先 我 们 见 到 每 一 个 4 > 1 至 少 被 一 个 下 素数 整除 ,这 
是 由 于 a 的 >1 的 最 小 正 因 子 显然 只 能 是 一 个 素数 .现在 我 们 从 
a 的 分 解 a = p12&1 中 分 离 出 一 个 素数 p1; 若 和 三 ] >1, 则 从 分 解 
al= pzQ2 中 还 可 以 分 离 出 另 一 个 素数 bz ,如 此 等 等 .因为 elya?， 
… 梅 成 一 个 正 整数 的 递减 序列 ,所 以 经 过 有 限 步骤 必须 终止 , 即 某 
4 必须 =1. 至 此 a 已 被 表示 为 素数 的 一 个 乘积 p14 p2… 六, 因此 
素数 是 建筑 用 的 砖 ,每 一 个 整数 都 可 以 由 乘法 被 建筑 起 来 .我 们 更 
在 有 

定理 5( 算 术 基 本 定理 ) 除 因子 的 次 序 外 ,每 一 个 整数 >1 都 
可 以 惟一 地 表示 成 素数 的 一 个 乘积 . 

为 此 只 要 证 明 若 p 可 以 整除 两 个 数 的 屏 积 a5, 则 仪 当 它 可 以 
整除 至 少 一 个 因子 ,这 是 定理 4 的 推论 : 若 素 数 椒 能 整除 a, 则 作 
为 一 个 素数 , 它 与 a 不 能 存在 任何 公 因 子 ,从 而 (a,p)=1. 因 此 ， 
对 于 每 一 个 正 整数 5 由 定理 4 可 知 
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Cap, ph) = b, 

现在 若 p 1ab , 则 我 们 必须 有 p 15: 即 素 数 p 可 整除 乘积 ab 的 另 一 
个 因子 5., 这 一 定理 可 以 立即 推广 至 多 个 因子 的 情况 . 

为 了 证 明定 理 5, 我 们 考虑 一 个 正 数 a 的 不 同 正 素数 p; ,gq 客 
乘积 的 表示 法 

区 8 

如 辣 刚才 所 证 明 的 ,每 一 个 素数 g 至 少 除 得 尽 左 端 一 个 素 因子 ， 
从 而 它 与 某 pi 恒 同 .因此 , 除 可 能 的 次 序 外 ,ce 恒 同 于 疡 ;， 
所 以 有 = ,我 们 选取 次 序 使 p; = 9;. 关 对 应 的 指数 不 等 , 例 
如 a 之 51, 唱 把 方程 除 以 gi 之 后 , 则 左 端 仍 有 因子 p1 = 91 ,而 右 
端 已 没有 这 一 因子 .因此 ai = 下 及 一 般 地 有 ai; = b,. 

在 有 了 每 一 整数 惟一 罕 因 子 分 解 定理 后 ,我们 有 一 个 处 理 上 
述 问 题 本 质 不 同 的 方法 ,例如 ,一 个 整数 5 是 否 整 除 另 一 个 整数 
a ,如 何 寻求 (fa ,5 或 a 与 b 的 最 小 公信 等 等 .特别 着 我 们 设想 a 
与 5 被 分 解 为 它们 的 素 因子 p1,…,p, 乘积 

a = pl pr py, 
b = plpr'pr, 
此 处 0 被 允许 作为 指数 a;,6;, 则 5 1a 成 立 显然 当 且 仪 当 a; 实 5.， 
进而 言 之 ,我 们 有 
(a,8) = 1 p92 pr ,dd; = min(asb), i = 1,2,",r, 
v= pprpir,e; = max(ais bi), i = 1,2,.°,r. 
无 穷 多 个 素数 的 存在 性 立即 从 下 面 的 事实 中 得 到 ; 
z= pi" ppant!l 

为 一 个 数 , 它 不 能 被 任何 素数 pi,…, p。 整除 ,因此 至 少 被 一 个 弄 
于 户 pr 的 素数 整除 .从 而 熙 有 Ea 个 素数 , 则 有 n+l 个 素数 ， 


$2. 同 余 式 与 剩余 类 


由 前 一 节 可 知 , 由 一 个 整数 n 关 0 立即 决定 了 按 剩 余 modz， 
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所 有 整数 的 分 布 .我 们 把 两 个 modn 有 同样 剩余 的 整数 ua 与 8 归 
于 间 样 的 剩余 类 modn ,或 更 简单 些 ,同样 的 类 modz ,并 记 为 
2 三 上 (inodnayfa 同 余 于 5 模 n). 

它 等 价 于 nla 一 5. 若 a 不同 余 于 B 机 nn, 则 记 为 a 天 amodn )， 
4 三 0(modn ) 表 示 a 可 以 被 ”整除 ,每 一 个 数 都 称 为 它 所 在 类 的 
代表 .因为 modn 的 不 同 剩余 为 0,1,…,|x| -1 ,所 以 modr 的 不 
同 剩 余 类 个 数 为 | n | .下 面 是 一 些 易于 验证 的 同 余 式 的 运算 规律 : 
车 a ,5,c ,4 为 整数 ,x 了 0, 风 我们 有 

(1) aa (modn ). 

(ii) 若 a 三 bl(modn), 则 5 二 a (modn). 

Gy 车 a 圭 b(modn) 及 5 三 cl(modn), 则 4 三 c(modn)， 

tv) 若 a 圭 6 (modn) 及 [三 4d (modn), 则 a 圭 c 志 5 圭 
d (modn }. . 

(v) 车 & 竺 5 (modn), 则 ac 夺 Be (modn). 

一 般 说 来 ， 由 a 三 5 (modn) 与 °c 二 qd (modn) 可 得 ac 三 
bd (modn ) .特别 若 4 三 bh(modn), 则 对 每 一 个 正 整 数 衣 篆 有 a 三 
p(tmodn ) ,不 断 运 用 {wv) 与 (v), 我 们 得 :着 4 三 b(tmodn)， 则 
f(a) 二 f(b){modn ), 此 姓 f(x) 为 一 个 有 整 系 数 的 之 的 整 有 理 
国 数 (z 的 多 项 式 ). 

总 之 ,对 于 整 有 理 运 算 耐 言 ,我 们 可 以 计算 同样 模 的 同 余 式 就 
如 同 通常 的 方程 运算 一 样 .但 除法 就 不 一 样 ,者 ca 三 cb (modn)， 
则 不 能 由 此 得 出 a 三 b(modn) .这 是 由 于 很 设 的 意思 是 ncta 一 
5) ,现在 若 (x,c)= a, 则 我 们 进而 有 


全 本) 中 训 -人 
所 以 由 定理 4 可 知 
a -5, 即 a 二 5[mod 琶 ] 


例如 :由 54 三 5*1(mod15) 不 能 导出 4 二 1(mod15) , 仅 能 得 出 
它们 同 余 mod| 号 )=3, 因 此 我 们 能 得 到 


， 8， 第 一 章 ”有理数 论 概 要 


定理 6 若 cm 三 cb (modn), 则 
a==b[mod 专 】， 

其 中 (ce,n)=4d， 

据 些 可 得 出 下 面 的 结论 :两 个 整数 的 乘积 可 能 同 余 于 
0 modn ,尽管 每 一 个 因子 都 没有 这 个 性 质 . 

例如 2.3 寺 0(mod 5) ,尽管 2 与 3 都 天 0(mod 6) ,对 于 不 同 模 
的 局 余 式 之 间 的 关系 ,我 们 由 年 义 直接 得 郑 : 看 一 个 同 余 式 对 
modn 成 立 , 则 它 对 于 模 2” 的 每 一 个 因子 都 成 立 , 特别 对 于 模 一 x 
成 立 . 进 而 言 之 , 若 

a =b{modn) Sa = (modn,), 
则 
a = {modw). 

其 中 必 为 2 与 32 的 最 小 公 售 . 

由 于 剩余 类 modn 与 剩余 类 mod 一 n 二 一 到 的 ,所 以 仪 妍 究 
模 一 个 正 整数 x 的 剩余 类 即 可 . 

一 个 n 个 整数 的 数 系 , 它 正好 包含 modn 的 每 一 个 剩余 类 的 
代表 , 则 称 为 一 个 完全 剩余 系 modn. 

由 于 一 个 完全 剩余 系 modn 包含 | 2 | 个 不 同 的 数 , | n1 个 互 
不 同 余 的 数 modn 总 是 一 个 完全 剩余 系 modn ,例如 , 诸 煞 0， 
1,… ,| 2 | =-1. 更 一 般 地 有 

定理 7 ”车 xz],… ,x 为 一 个 完全 剩余 系 modn(# 之 0), 则 
axrit+ 训 ,…, az, 二 五 亦 是 一 个 完全 剩余 系 . 其 中 e ,8 为 整数 及 
(a,.n)=1. 

事实 上 ,出 定理 6 可 知 ,n 个 数 azx; + 5 (i 二 1,2,… ,4) 同 样 是 
互 不 同 余 modn 的 . 

下 村 给 出 的 关于 复合 数 模 的 剩余 系 的 表示 常常 是 很 有 用 的 . 

定理 8 车 a1,…,a, 为 两 两 豆 素 的 整数 , 则 一 个 完全 剩 条 系 
mod 上 ,由 形 如 


A A A 
人 AT Tn = CX corot +e 
L(xis' ,Tn) CCLX1 gC272 dan 


§2, 同 余 式 与 剩余 类 ，9 


的 数 给 出 ,此 处 A = aiaz……ar 及 f 独 立地 过 一 个 完全 剩余 系 
moda; ,其 中 c; 为 任意 与 a, 互 素 的 整数 ， 
这 种 工 的 个 数 为 | A | ,而 用 它们 互 不 同 余 mod4 .事实 上 ,由 
同 余 式 modA 
L(x za) Lr Tr ) (modA) 
有 可知 ,这 一 同 余 式 模 每 一 个 ai 傅 成 立 . 由 于 


全 二 0(moda,), 其 中 处 关 二 


他 天 
所 以 当 i=1,…,n 时 
c; A = Ci 人 (moda,). 
Ai 三 
进而 言 之 ,由 于 (ci,a;)=1 及 [会 ,a,}=1, 所 以 由 定理 6 可 知 z= 
zi(moda;) ,因此 定理 8 中 所 示 的 数 工 总 是 址 不 同 余 modA 的 . 

上 册 同 法 可 以 证 明 如 泉 计 + by 中 的 通过 一 个 完全 剩余 系 
moda ,而 让 y 独立 地 通过 一 个 完全 剩余 系 moda , 刚 x + by 通过 
一 个 完全 剩余 系 moda :已 

每 一 个 剩余 类 modn 的 特征 为 这 一 类 中 任意 数 与 a 的 最 大 会 
因子 都 相等 .因为 若 a 三 hp(modn), 则 a=5+ gn, 其 中 g 为 整数 ， 
所 以 a 与 # 的 每 一 个 公 因 子 都 是 5 与 1 的 一 个 公 因 子 , 且 其 道 亦 
真 ,因此 可 以 称 一 个 剩余 类 modn 与 的 GCD， 

特别 ,我们 要 寻求 与 n 互 素 的 剩余 类 modn 的 个 数 , 这 个 数 
是 欧 拉 函 数 p(n). 首 先 w(z) 对 于 一 个 素数 p 的 竹 的 情况 nx= 六 
是 容易 确定 的 ,这 时 pg( 产 ) 为 1,…, 产 中 不 被 p 整除 的 整数 个 数 . 
在 这 些 数 中 能 被 p 整 涂 的 数 为 1 与 克之 间 p 的 售 数 ,共有 六 
个 ,所 以 

pp) = -= #1 一 方 让 
为 了 确定 复合 数 # 的 2p(2) 值 ,我 们 现在 来 证 明 
引 理 当 (a ,6)=1 时 ,g(ab)= 9(a)p(6). 
由 定理 8 可 知 ,我 们 有 形 如 az + by 的 完全 剩余 系 rmoda5b .其 
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中 通过 一 个 完全 剩余 系 modb ,及 y 通过 一 个 完全 剩余 系 
moeda , 欲 这 样 一 个 数 与 ab 互 束 , 即 同时 与 e 及 5 百 素 ,其 充 要 条 
件 是 (arp)=1 及 (加 ,aa)=1. 由 于 (ea)=1, 所 以 这 一 条 件 为 
(xz,5)=1 及 (y,a)=1. 央 此 当 我 们 命 x 通过 与 总 互 束 的 剩余 类 
mod# 及 y 通过 与 a 互 素 的 剩余 类 moda 时 ,az + 6y 就 通过 与 ab 
互 素 的 剩余 类 modap , 引 理 证 完 .不 断 应 用 引 理 , 知 n 分解 为 正 素 
因子 积 关 = pi! p32… pr , 则 得 


p00) = ppd) pp) = nl (I$) 0 


此 处 在 乘积 中 ,pp 通过 的 所 有 正 素 因子 ， 

一 个 与 n 互 素 的 完全 剩余 类 modn 称 为 一 个 既 约 剩余 类 
modn , 它 包 含 p(na) 个 剩余 类 ,在 每 一 个 这 种 类 中 取 一 个 代表 构 
成 的 数 系 称 为 一 个 完全 圳 约 剩余 系 modn. 

如 局 定理 7 ,我 们 可 以 证 明 : 

震 二] 为 一 个 完全 既 约 剩余 系 mod7z , 则 当 (a + n) 三 上 
时 ,azrl,"… ;ar 亦 是 一 个 完全 既 约 剩余 系 modyz 

由 此 我 们 得 到 关于 每 一 个 与 n 互 素 的 整数 ea 的 非常 重要 的 
性 质 .由 于 Tl Th 中 每 一 个 数 都 同 余 于 1,… ,zx 中 的 一 个 
数 , 所 以 TL TR 的 乘积 同 余 于 乘积 zx.… zx;,; 即 

Ar Ta Th SE TE (modn ). 
由 于 每 一 个 x 都 与 4 互 素 ,所 以 
a = 1(modn ). 
由 于 六 = p(n), 所 以 得 

定理 9( 费 马 定理 ) ”对 于 每 一 个 与 n 互 素 的 数 a ,我 们 有 

cetn) = 1 (modn ). 

特别 当 ” 为 一 个 素数 p(>0) 时 , 则 pg(p)= pp 一 1, 乘 以 a 之 
后 可 知 对 于 每 一 个 整数 a , 缘 有 同 余 式 . 

az = a(modp). (5) 
当 我 们 在 第 二 章 中 将 群 的 一 般 概 念 引入 这 个 研究 中 时 ,这 个 定理 
的 重要 性 及 其 证 明 的 核心 就 真正 变 成 了 可 以 理解 的 了 .这 一 定理 


$3. 整 多 项 式 , 明 数 同 余 式 与 可 除 性 modp ， 11 ， 


包含 了 同 余 式 x 一 三 0(modp) 解 的 一 个 陈述 并 构成 了 高 次 间 余 
式 理论 的 基础 . 


$ 3. 整 多 项 式 ,函数 同 余 式 与 可 除 性 modp 


如 果 我 们 将 已 建立 的 概念 类 但 于 代数 学 作 进一步 的 发 展 , 则 
下 一 个 目标 应 为 整 系数 多 项 式 f(z)modn 性 质 的 研究 ,然后 是 同 
余 式 f(z) 三 0(modn ) 关 于 整数 x 的 可 解 性 问题 . 

所 谓 整 案 项 式 f(z) = co cir 1 … + cer* 是 指 这 样 一 个 多 
项 式 ,其 中 co,c1,… ,ck 为 整数 ,两 个 整 多 项 式 f(x ) 写 g(x), 此 
处 ET) an0 十 他 1 工 十 十 CR 如 果 

ci = a(modn), i = 0,1,2,.…,k, 
则 称 它 们 同 余 模 n ,或 

f(r) = g(x) (modn) 
(对 于 常数 , 即 0 次 多 项 式 , 这 一 同 余 式 概念 与 迄今 所 用 到 的 概念 
是 一 致 的 ). 所 以 这 个 关于 A(z) 与 g(xz) 性 夺 的 定义 对 于 变量 :x 
是 恒 等 的 ,而 不 仅仅 针对 某 个 特定 的 x 值 ,为 此 ,即使 对 于 所 有 整 
数值 zo ,我 们 有 
天 了 0 g(ro) (modn ), 
多 项 式 fz) 与 g(x) 亦 不 必须 同 余 , 正 其 下 例 所 示 : 
.xt = zmodp) 

《bp 为 素数 ). 由 费 马 定理 ,对 于 每 一 个 整数 x ,这 是 一 个 正确 的 数 
值 同 余 式 ,但 多 项 式 zx? 与 x 是 互 不 同 余 的 . 

$2 中 的 0) 一 (所 示 的 数值 同 余 式 的 运算 规律 对 于 这 些 阴 
数 同 余 式 亦 完 全 是 一 样 的 .出 于 其 证 明 亦 很 简单 ,所 以 我 们 就 不 详 
述 了 . 

定 党 ”对 于 两 个 整 多 项 式 f(z) 与 g(x) ,车 存 在 一 个 整 多 项 
式 gi1( 工 ) 使 

f(r)= g(r) g(r) (modn), 
则 称 f(x) 可 以 被 g(x) 整除 . 如 果 进 而 言 之 ,有 一 个 整数 a 使 
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fla) = 0(modn ), 

则 “ 称 为 x)modn 的 一 个 根 ， 

若 e 是 F(x)modn 的 一 个 根 及 a 三 5(modn), 风 显然 5 亦 是 
F(z)modn 的 一 个 根 . 

根 modn 与 可 除 性 modn 之 间 的 关系 由 下 面 的 事实 来 表述 : 

定理 10 奉 a 是 整 多 项 式 乒 zz)moda 的 一 个 根 , 则 六 z) 可 
以 被 (zx 一 4) 整 除 , 且 其 道 亦 真 . 

由 于 f(a) 寺 0(modn) ,所 以 

Ar)= f(r) fla)(modn). 


显然 人 2 一 碎 2 是 一 个 整 多 项 式 g(z)》, 这 是 由 于 对 于 每 一 个 
正 整 数 x， 


一目” 

下 一 如 
为 一 个 整 多 项 式 及 f(x) 一 f(a) 为 表示 式 zx” a” 的 整 组 合 . 因 
此 
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f(x) (x agtr) (modn). 
其 道 显 然 亦 真 . 
大 六 gs,g8i 为 整 多 现 式 ,有 
f(z) = g(r)g(r) (modn ), 
册 正 如 同 在 代数 学 中 的 情况 ,我 们 可 以 猜测 f(x )modn 的 一 个 根 
a 不 必须 是 g(z) 或 g1(x)modn 的 根 ,例如 
tf(r 一 2)(r — 2)(mod 4). 
4 是 zzmod4 的 根 ,但 不 是 x 一 2mod 4 的 根 , 仅 仅 对 于 素数 模 , 我 
们 才 有 
定理 11 车 f(x) 三 g(xz)gi(zx)(modp), 此 处 为 一 个 素 
数 , 则 f(z)modp 的 每 一 个 根 至 少 为 两 个 多 项 式 g (zx)， 
gi1(x jmodp 中 之 一 的 一 个 根 . 
车 整数 a 适合 f(a) 二 0(modp), 则 
gla}: gla) = f(a) = 0(modp). 
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各 素数 p 整除 乘积 g(a) :gi(a), 则 它 必 能 整除 两 个 因子 中 的 
一 个 ， 

定理 12 内 作 x) 二 0(modp) 的 系数 和 轩 可 以 被 p 整除 外 ,一 
个 让 次 多 项 式 fz) 只 有 不 多 于 上 个 互 不 同 余 的 根 modp. 

这 个 定理 对 于 零 次 多 项 式 , 即 常数 成 立 ,因为 吞 fx)= co 猎 
并 于 工 ; 则 x) 硅 0(modp) 或 者 只 有 0 个 解 一 一 当 p 不 能 整除 
c0 一 一 或 它 有 多 于 0 个 解 一 一 即 每 一 个 整数 , 当 co 能 被 p 整除 ， 
换言之 ,多 项 式 帮 z) 寺 0(modp ) ,现在 假设 我 们 的 定理 对 于 次 数 
到 二 一 1 的 多 项 式 成 立 ,现在 来 证 明 它 对 于 次 多项式 亦 成 立 , 若 
a 是 站 x jtmodp) 的 一 个 根 , 则 由 定理 10 ,我 们 可 以 置 

fxr)}=(r a)fitr) (modp). 

此 处 (xz) 的 次 数 最 多 为 六 -1. 由 定理 11 可 知 , f(z) (modp ) 的 
每 一 个 根 或 为 万 {z)moedz 的 一 个 根 或 为 (x -aajmeodp 的 一 个 根 
{或 为 黄 者 之 根 ). 由 于 (x -ea)= 一 0(modbp) 只 有 一 个 非 同 余 解 及 
(Xz) 二 0(modp) 或 者 最 多 只 有 名 一 1 个 非 同 余 解 ,这 时 f(z) 最 
多 只 有 上 -1+1= 上 个 解 ,或 者 多 项 式 f(x) 二 0(mod#), 在 后 面 
情形 ,我 们 有 多 更 式 F(z) 寺 0tmodp), 所 以 由 扫 纳 法 可 知 定理 
成 立 . 

这 一 定理 对 于 复合 数 是 不 成 立 的 .例如 x* 圭 1(mod 8) 所 示 ， 
这 -- 个 二 次 多 项 式 有 四 个 互 不 同人 条 根 mod8, 即 1,3,5,7. 

定理 13 ” 若 两 个 多 项 式 f(z) 与 g(xz) 满 足 

fz): g(x) 三 0(modp), 其 中 为 素数 ， 
则 或 者 f(x) 三 0(modp ) ,或 者 g(x ) 三 0(modp), 或 者 两 者 都 

假定 定理 不 真 , 即 fw) 关 0(modp) 与 g(x) 壮 0(modp), 则 
我 们 将 fx) 与 g(xz) 中 的 所 有 被 p 整除 的 项 去 掉 , 所 得 的 非 零 多 
项 式 记 为 f(x) ,gi1(z) ,它们 所 有 的 系数 都 不 被 p 整除 , 即 同 时 
有 


f(r) = (x) (modp), 
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g(7) = g1(r) (modp), 
所 以 
F(t) * g1(x) 三 OQ{modp). 

一 方面 人 (x)* glx) 的 最 高 项 必须 三 0(modp), 另 一 方面 它 等 于 
六 (x) 与 g1(xz) 的 最 高 项 的 乘积 .由 于 p 为 素数 及 广 (z) 与 gif(z) 
的 所 有 项 都 不 能 被 p 整除 ,所 以 这 种 项 的 莱 积 亦 不 能 被 p 整除 . 
因此 假定 是 错误 的 ,定理 得 证 . 

定义 若 :个 整 多 项 式 f(x) 的 系数 互 素 , 即 对 于 每 一 个 素 
数 p, 有 f(z) 关 0(modp), 则 称 F(x) 为 本 原 的 . 

定理 13 显然 允许 下 面 的 表述 ， 

定理 13a( 高 斯 定理 ) ”两 个 本 原 多 项 式 的 和 莱 积 仍 为 一 个 本 原 
多 项 式 . 


$4. 一 次 同 余 式 


一 次 刻 项 式 及 它们 的 根 modn 可 以 容易 地 来 处 理 ,这 导致 了 
一 个 或 多 个 变数 的 同 余 式 理论 . 

命 a,5,n(n>0) 为 给 定 的 整数 ,关于 

art + b=0(modn) (6) 

的 整数 解 = 有 怎样 的 陈述 ? 由 于 若 有 解 , 则 该 解 所 在 的 剩余 类 中 
所 有 的 数 都 是 解 , 所 以 我 们 仅 要 求 互 不 同 余 的 解 modn .答案 是 

定理 14 当 (a,n)=1 时 , 同 余 式 (6) 正 好 只 有 一 个 解 
modn . 

由 定理 7 可知 当 x 通过 一 个 完全 剩余 系 modn 时 ,ar +5 正 
好 落 入 剩余 类 0 一 次 . 

但 车 ta ,nn)=a 及 (56) 式 可 解 , 则 同 余 式 moda 处 真 及 导致 了 
关于 5 的 条 件 

bp =0(moda). 

则 由 定理 6 可 知 (6) 式 等 价 于 
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及 由 定理 14 可 知 这 一 方程 正好 只 有 一 个 解 zxomod| 她 ), 从 而 (6) 
的 所 有 解 为 下 列 数 


T= Tot yy: 


其 中 yy 为 整数 , 旦 其 中 正好 有 4 个 互 不 同 余 modni . 当 y 通过 一 个 
完全 剩余 系 modd 时 , 即 得 这 a 个 解 . 

在 情况 (a,n)=d>1 时,(6) 式 可 解 当日 仅 当 9 18, 而 且 不 同 
的 解 modn 的 个 数 为 a. 

同 余 式 (6) 等 价 于 方程 az +5= nz, 其 中 z 为 整 值 , 即 其 解 等 
价 于 于 冀 图 方程 sz 一 zz= -六 之 解 .当然 作为 定理 1 对 这 一 方程 
的 应 用 亦 导致 上 述 结果 .特别 , 若 (e ,nn)=1, 则 间 余 式 

aa’ = 1(modn ) 
总 是 正好 只 有 一 个 解 a modn ,而 且 更 一 般 的 同 余 式 ar + 上 三 
0{modn ) 的 解 只 要 乘 以 a 即 得 
X=- a (modn ). 

进而 言 之 ,由 定理 9 可知 ,我 们 可 以 取 a = a?t" 7 1， 

我 们 可 以 考 虚 只 有 一 个 变量 x 的 多 个 线性 同 余 式 , 但 它们 有 
五 异 的 模 且 具有 形式 

tr 三 amodn), r=al(modn2), , Xtal(modn). 
(7) 

若 x 与 y 为 两 个 适合 这 个 同 余 式 组 的 数 , 则 xz 一 y 可 以 被 每 一 个 
n; 整除 ,所 以 可 以 同时 被 n1,…, nn4 的 最 小 公 倘 v 整除 , 即 了 二 
y(modv) ;反之 , 若 x 为 (7) 式 的 一 个 解 ,及 x+ 三 y(modv), 则 yy 亦 
是 (7) 式 的 一 个 解 .因此 车 (7) 式 存在 一 个 解 , 则 它 关 于 modw 是 惟 
一 确定 的 .我 们 仪 有 兴趣 于 下 面 最 重要 的 情况 : 

定理 15 若 间 余 式 组 (7) 式 的 模 两 两 互 素 , 则 (7) 式 正好 只 有 
一 个 解 modn1… ny. 

记 和 住 定理 8, 我 们 置 
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Ul Lo 全 
TT 二 XI+ +: 二 一 (vu 二 N11" RE). 
Ha 7 


1 
由 同 余 式 
Ti = ai(modnms) (i = 1 ,k) 


决定 诸 zj;. 由 想 设 及 定理 14 可 知 这 样 做 是 可 能 的 ,这 样 得 到 的 x 
是 (7) 式 的 一 个 解 ， 

高 次 多 项 式 modn 和 根 的 研究 导致 一 个 变数 高 次 同 余 式 研 究 . 
为 了 研究 这 个 更 为 复杂 的 理论 实质 ,我 们 必须 设想 经 过 剩余 类 更 
精确 的 计算 .在 以 下 章节 中 ,我 们 将 以 不 局 形式 数 次 遇 到 这 里 讲述 
的 一 些 本 质 联系 ,从 而 提取 这 样 的 概念 将 是 有 用 的 , 即 它 可 以 用 以 
实现 各 种 类 型 ,并 使 之 成 为 研究 对 象 ,这 就 是 群 概念 ,下 一 章 将 讲 
述 它 . 


第 二 章 阿 贝 尔 群 
$ 5. 一 般 群 概念 与 群 元 素 运 算 


群 的 定义 ” 若 下 面条 件 满足 , 则 称 元 素 4 ,日 ,C,… 的 系 3 为 
一 个 群 ， 

(i) 车 有 一 个 法 规 (复合 规则 ), 控 此 法 规 由 一 个 元 素 A 及 一 
个 元 素 B 总 可 以 得 到 S 惟一 的 一 个 元 素 己 . 

我 们 将 这 个 关系 用 记号 表 示 为 

C=AB 或 (AB)}=C. 
这 一 复合 关于 A 与 B 不 需要 是 可 交换 的 , 即 AB 与 BA 可 以 是 相 
异 的 . 
Kiiy 这 个 复合 满足 结合 律 :对 于 每 三 个 元 素 A,B,C 有 
A{BC) = (AB)C. 
Gii) 若 态 ,A',B 是 S 的 任意 三 个 元 素 , 则 下 面 关 系 成 立 : 
若 AB = AB, 则 A = 有 A’; 
若 BA = BA , 则 A = 上 

(iv) 对 于 5S 中 每 两 个 元 素 A,B, 锅 存在 S 的 一 个 元 素 和 使 
AX=B 及 S 的 一 个 元 素 Y 了 使 YA=B. 

若 S 只 包含 有 限 多 个 不 朵 的 元 素 一 一 假定 其 元 素 个 数 为 
一 一 则 人 iv) 是 (与 { 生 ?的 推论 . 欲 证 明 这 一 事实 ,我 们 命 AX 中 
的 玉 通 过 群 中 个 不 同 的 元 素 鲜 :，… ,XX; , 则 由 (让 可 知 ,AX 但 为 
群 的 一 个 元 素 , 而 由 (了 过) 可 知 这 样 得 到 的 个 元 素 是 互 不 相同 的 ， 
从 面 由 这 一 途径 可 知 群 的 每 个 元 素 正 好 出 现 一 次 ,特别 这 对 元 素 
B 成 立 , 即 存在 一 个 刁 使 AX= 吾 .类 似 地 ,我 们 可 以 证 明 (ir) 的 第 
二 部 分 . 

如 果 群 中 包括 无 穷 多 个 互 异 元 素 , 则 称 它 为 一 个 无 限 群 ; 否 
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册 , 则 称 它 为 一 个 阶 疡 的 有 限 和 群 .此 处 产 为 群 的 元 素 个 数 . 

群 的 性 质 仅 色 是 关于 确定 的 复合 关系 的 , 它 并 不 是 天 然 属于 
元 素 系 S 的 ,对 于 一 种 复合 ,S 可 以 是 一 个 群 ,而 对 于 田 一 种 复合 
虽 仍 然 是 同样 的 元 素 , 却 并 不 构成 一 个 群 ， 

群 的 例子 如 对 于 加 法 复合 关系 ,所 有 整数 数 系 及 对 于 飞 法 复 
合 关 系 , 所 有 正 数 (整数 与 分 数 ) 数 系 . 

另 一 方面 , 正 整 数 数 系 及 乘法 复合 就 不 是 一 个 群 ,这 是 由 于 要 
求 (iv) 不 满足 . 

进而 言 之 ,车 当 两 个 数 同 余 modn ,我 们 就 把 它们 当成 相等 ， 
网 独 余 系 modn ,对 于 加 法 复合 就 构成 一 个 阶 4 的 群 . 

同 法 ,与 n 互 素 的 剩余 系 modn ,对 于 乘法 就 构成 一 个 阶 为 
p(n) 的 群 .在 所 有 这 些 例 子 中 复合 的 规律 都 是 可 交换 的 .一 个 非 
交 群 的 例子 为 均 久 固体 所 有 旋转 的 系 ,例如 , 角 子 , 按 其 中 点 施 
转 .在 此 两 个 旋转 A 与 B 的 复合 AB 表示 一 个 旋转 , 即 先 施行 旋 
转 B, 再 施行 旋转 A 所 得 的 旋转 . 

n 个 数字 所 有 置换 的 集合 构成 一 个 有 限 群 . & 与 品 的 复合 表 
示 一 个 置换 AB, 即 先 作 用 B 再 作用 A 所 得 的 置换 . 

车 给 予 两 个 群 @@ 与 区, 其 元 素 亦 分 别 给 予 下 标 工 与 2, 及 大 
有 一 个 确定 的 可 道 对 应 ( 记 为 一 ) 适 合 , 当 AI 一 4 与 BB 时 
有 41B 一 ADB2, 则 我 们 称 这 两 个 群 久 与 咏 同 构 .两 个 同 构 群 
的 差 刀 仅仅 为 苞 素 及 复 台 运算 的 表示 .因此 所 有 性 质 都 可 以 按照 
群 的 公理 习 ) 一 (iy) 严 格 地 加 以 表述 及 几 一 个 群 具有 者 ,其 同 构 群 
亦 满 是 ,从 而 在 群 理论 研究 中 , 同 构 群 不 第 看 作 是 不 同 的 . 

现在 命 鲁 为 一 个 群 , 在 下 面 我 们 用 大 写 拉丁 字母 表示 它 的 元 
素 .人 @ 中 两 个 元 素 乘积 是 按 ( 划 由 复合 的 存在 性 来 定义 的 .我 们 现 
在 由 数学 归纳 法 来 定义 个 元 素 的 乘积 . 

定义 ”假定 我 已 经 定义 了 S 中 任意 2 个 元 素 AA1,… ,AA 的 乘 
积 所 表示 的 元 素 4 A2p… A; 则 人 蚀 中 任意 n+1 个 元 上 …， 
4,+1 的 乘积 由 方程 

AL: 六 2 六 一 (Al " A2' "A, ) 4 
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来 定义 . 
我 们 现在 来 证 明 
引 理 ”对 于 任意 整数 有 实 3 有 
AI Az"As = AL* (A2A). 
按照 结合 律 (让 可 知 , 当 卡 =3 时 显然 成 立 . 若 引 理 对 于 下 = n 时 成 
立 , 测 当 训 = n+1 时 ,我 们 有 
Al' Az“Anr= (AL A An) * Antl 
= 4 (As: AS Al 
= ALl* {A2* 3 
所 以 引 理 一 般 丝 成 立 . 
进而 言 之 , 当 1<1< 上 时 有 
(A " A A A A) = [L(Ai * A Ar1) * Ar]l( A As) 
= (AI A A A A A). 
即 原来 乘积 中 的 两 个 内 插 强 可 以 疝 左 方 物 动 一 个 位 置 而 结果 不 
变 . 所 以 内 括 骂 可 以 同 左 或 同 右 移 动 多 个 位 置 ,从 而 
(CAL Ao A A A) = Al' AAA, 
完全 独立 于 括 绝 所 在 的 位 置 .因此 两 个 用 括 强 表示 的 习 积 中 ,我 们 
将 括 强 取消 掉 是 不 会 影响 结果 的 .我 们 易于 用 数学 归纳 法 证 明 关 
于 多 个 括 强 表达 式 的 定理 : 
定理 16 一 个 有 ++1 个 插 弧 的 表达 式 
(A An ) Ant DJ)CA As ) "(An riA), 
当 括 弧 被 去 掉 及 括 弧 旗 在 任意 位 置 都 不 影响 表达 式 的 结果 ,从 而 
它 等 于 Al' ArA,. 
定理 17 在 每 一 个 群 中 正好 有 一 个 元 素 E 满足 :对 于 群 的 
所 有 元 素 A 
AF= FA=A 
血 成 立 . 下 称 为 单位 元 素 ( 或 单位 )， 
由 (iv 可 知 对 于 每 一 个 太 , 血 存在 下 使 
AF = A, 从 而 YAE = YA. 
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车 了 Y 过 群 的 所 有 元 素 , 则 由 (ivr) 可 知 这 时 YA = 日 亦 成 立 ,所 以 
HE =B 对 每 一 个 B 和 丝 成 立 , 即 下 独立 于 B. 
进而 定之 , 辐 样 存在 一 个 EE 使 对 于 每 一 个 A 皆 有 
EA=A. 
当 和 = 五 时 有 
EE=E. 
又 由 AE = A 可 知 当 A = 五- 时 
EE= FE’, 所 以 E = FE. 
定理 证 完 .这 一 单位 元 素 在 乘积 的 分 量 中 可 以 被 略 去 ,所 以 他 与 通 
常 乘积 中 的 1 起 着 同样 的 作用 .因此 他 被 记 作 1. 
最 后 ,由 (iy) 可 知 对 于 每 一 个 A ,和 丝 有 一 个 羡 与 一 个 了 使 
AX = E,YA=E. 
由 此 与 Y 复合 即 得 
YAX = YE, 所 WM EX = YE,X= Y. 
我 们 称 按 这 一 方式 由 4 惟一 确定 的 元 素 X 为 上 的 道 元 素 ( 或 道 
元 ) ,并 记 为 A 1. 它 由 
AA l= AiA=E 
定义 .我 们 现在 可 以 引进 一 个 元 素 A 的 故 了 : 
对 于 mz >0, 我 们 将 4" 理 解 为 m 个 元 素 的 “乘积 ” ,其 中 每 个 
元 素 希 = 及 ,由 定理 16 可 敌对 于 正 整 数 m,n 有 
ta = A™m. A = A”. A™. 
进而 言 之 ,由 定理 16 可 知 
A"(ATlY™ = EF. 
即 (A -31 为 4” 的 道 ,因此 它 = (A") .我 们 将 这 一 元 素 记 为 
A™ = (A)™ = (A”)), 
最 后 ,对 于 每 一 个 4 , 置 
40 = 五， 
恰 如 初 等 代数 学 一 样 ,我 们 可 以 证 明 下 而 任意 元 素 整数 宕 的 结果 ， 
定理 18 对 于 所 有 整数 mx ,n 皆 有 
A™ . A* = A”，, A™ = A™+", 
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与 
(CA)" = (A")™ = A™. 
对 于 一 个 未 知 元 素 群 的 元 素 间 的 方程 ,我 们 可 以 借助 于 道 元 
素来 求解 , 乘 以 4-! 之 后 可 得 
若 AX = B, 则 苹 = AT1B 
及 
车 YA = 日 则 了 = BA . 


$ 6. 子 群 及 群 被 子 群 除 


3 的 元 素 的 子 集 在 同样 的 复合 规则 下 仍 可 以 是 一 个 群 . 这样 
的 群 称 为 久 的 子 群 .我 们 让 U 表示 一 个 固定 的 子 群 ; 命 Ui， 
U,,… 表 示 记 的 相 异 元 素 ( 有 限 或 无 穷 包 个 ). 若 A 为 加 的 任意 
元 素 , 则 我 们 记 这 种 元 素 AU(i ==1,2,…) 的 全 体 为 

AU = (AU AU,,…), 
我 们 现在 可 以 将 @ 的 元 素 安排 成 形 如 AL 的 序列 ;这 种 集合 AL 
称 为 陪 集 .于 是 我 们 有 

引 理 ” 若 两 个 陪 集 A 了 ,Bl 有 一 个 公共 元 素 , 则 它们 所 有 元 
素 都 是 共同 的 ,所 以 除 次 序 外 ,它们 是 相同 的 ， 

和 欲 证 引 理 , 命 AD. = BU 为 一 个 公共 元 素 , 则 得 B = 
AUUs ,所 以 

BU = (AU UsIU ,AL Us UU ,). 
由 子 1 的 群 性 质 (iv) ,所 以 当 7Y=1,2,… 时 , UUs LU, 通过 的 所 
有 元 素 , 因 此 A 与 BU 是 相同 的 . 

在 一 个 障 集 A1 中 的 不 同 元 素 个 数 显然 关于 A 是 独立 的 ; 它 
等 于 1 的 阶 . 命 这 一 阶 等 于 N(N 可 以 是 ce) , 则 熙 的 每 一 个 元 素 
确实 属于 一 个 这 种 陪 集 之 中 ,例如 A 出 现 于 AU 之 中 ,这 是 由 于 
1 是 一 个 群 ,而 单位 元 必须 属于 1 ,及 AE = A .因此 过 不 同 陪 集 的 
所 有 元 素 时 ,我 们 就 得 到 全 的 每 一 个 元 素 恰 好 一 次 .我 们 将 这 一 
事实 用 方程 的 记号 表示 为 
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=-.A + A + 
过 处 A1U, 有 及 了 ,… 表 示 这 种 类 型 的 相 异 陪 集 . 
当 久 为 一 个 阶 上 的 有 限 群 时 , 则 也 的 阶 N 亦 为 有 限 数 及 不 
同 陪 集 的 个 数 亦 为 有 限 个 , 记 为 j .由 于 龟 的 每 一 个 元 案 恰 好 属于 
一 个 陪 集 及 每 一 个 陪 集 中 正好 有 N 个 不 同 元 素 ,所 以 


h=1*N. 
因此 我 们 证 明了 
定理 19 ”在 一 个 阶 为 的 有 限 群 中 ,每 一 个 子 群 的 阶 N 都 
是 上 的 因子 ， 


分 数 A = ; 称 为 子 群 关于 @ 的 指标 . 

当 甸 为 一 个 无 限 群 时 , 则 雪 的 阶 及 相 翌 陪 集 的 个 数 可 以 是 无 
穷 大 ,而 且 至 少 有 一 个 是 无 穷 大 ,进而 言 之 ,不 同 的 陪 集 个 数 ,不 论 
它 是 有 限 或 无 限 , 钻 称 为 也 关 于 马 的 指标 ， 

我 们 首先 来 对 有 限 群 作 进 一 步 的 研究 ， 

一 个 有 限 群 的 元 素 系 S= (Uji, U;,…) 构 成 名 的 于 群 的 充 要 
条 人 尾 为 任意 两 个 元 素 U 的 弱 积 仍 属于 S. 因为 群 的 公理 0), (ii) 
已 自动 潢 是 ,由 假定 可 知人 {i} 成立. 对 于 有 限 群 , (iy) 是 其 余 公 理 的 
推论 . 

例如 一 个 元 素 A 所 有 正 窜 总 是 构成 包 的 一 个 子 群 ,由 于 岛 
只 有 有 限 多 个 元 素 , 所 以 这 些 因 元 素 不 能 都 互 腊 . 由 47" = 4? 可 
得 Am "= 五 .因此 有 一 个 上 的 某 非 零 若 = 三. 

为 了 得 到 这 些 满足 A? = 上 的 g 的 全 貌 及 注意 到 这 些 指 数 骨 
显 梅 成 一 个 横 . 这 是 由 于 从 A?=E 及 A'=E 可 得 A?*"= 下 .所 以 
由 定理 1 可 知 这 些 g 悟 同 于 一 个 整数 ae( > 的 的 所 有 悦 数 ,这 个 指 
数 a 是 由 上 惟一 确定 的 ,我 们 称 它 为 A 的 阶 ,这 一 指数 有 如 下 
性 质 : 

Ar = 玉 当 且 仅 当 + 圭 0(moda). 

E 是 惟一 的 阶 为 1 的 元 素 . 更 一 般 地 ,我 们 有 

定理 20 若 &a 为 A 的 阶 , 册 
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Am = An 
当 且 仪 当 
m Sn(moda). 

从 而 在 A 的 诸 餐 中 ,只 有 a 个 互 不 相同 者 ,好 A? =E,A',…， 
A ,及 由 上 述 可 知 这 些 元 素 构成 图 的 阶 为 a 的 一 个 子 群 .进而 
言 之 ,由 定理 19 可 得 

定理 321 元 的 每 一 个 元 素 的 阶 a 都 是 伪 的 阶 的 因子 ,所 以 
对 于 每 一 个 元 素 A 和 缘 有 

4 一 五 
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数论 中 遇 到 的 群 ,其 复合 规律 几乎 都 是 可 交换 的 : AB = BA 
对 所 有 元 素 皆 成 立 . 这 种 类 型 的 群 称 为 阿 册 尔 群 .本 市 与 下 -一 下， 
我 们 将 对 任意 有 限 阿 贝尔 群 的 结构 作 一 个 更 为 细致 的 研究 ,以 下 ， 
我 们 用 岛 表 示 一 个 阶 为 疡 的 有 限 阿 贝尔 群 . 

定理 22 ” 若 一 个 素数 p 能 整除 名 的 阶 闫 , 则 在 久 中 有 一 个 
阶 为 p 的 元 素 

命 人 1 和 为 地 的 h 个 元 率 仿 cel,c2 ,ci 为 它们 对 
应 的 阶 . 我 们 构筑 所 有 的 乘积 

CC (8) 
其 中 每 一 个 z; 通过 一 个 完全 剩余 系 modc;; 则 我 们 得 到 ci cz es 
个 形式 上 互 异 的 乘积 ,其 中 含有 久 的 全 部 元 素 . 如 果 一 个 相同 元 
素 有 两 种 不 同 的 表示 式 , 则 立即 得 单位 元 素 的 表示 式 , 则 所 有 元 素 
出 现 的 频率 都 相等 , 即 在 (8) 式 中 出 现 Q 次 ,因此 
cica"c 二 下 "总 . 

素数 p 能 整除 , 则 必须 至 少 能 整除 一 个 c; ,例如 ci, 则 由 定理 20 
可 知 


为 一 个 阶 为 p 的 元 素 . 
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定理 233 命 有 =al"a2…a, 及 假定 整数 el ,a, 两 两 互 素 ， 
则 氏 中 每 一 个 元 素 C 都 可 以 惟一 地 被 表示 为 
tC = Al * A 9 
其 中 Ah = A=… = A®=F. 
从 7 个 整数 x ,…,n, 满足 
pa tt ‘+n, 二 1, 
由 于 关于 a, 的 假 笔 ,所 以 由 定理 8 可知 这 总 是 可 以 做 到 的 . 和音 
CE 岛 , 我 们 置 


则 由 定理 21 可 知 


l 
让 
| 


4 


了 


及 
C= A AA, 
锌 表示 为 所 要 求 的 形式 . 欲 诈 明 表 示 之 惟一 性 , 命 C= BL…B, 为 
这 种 类 型 的 男 一 种 表示 , 则 
(Bj : Bo = (AAA (9) 
由 于 复合 的 可 交换 性 ,实际 是 在 此 我 们 是 第 一 次 用 这 一 点 ,所 以 由 
(9) 式 可 知 


A 自 下 起 和 Li 

Ba * Bo Be 二 A * A A® 
由 于 二 是 每 一 个 ax,…，ar 的 倍数 ,所 以 由 A,, Bi 之 假定 可 知 具 
有 指标 2,3,…,r 之 诸 因 子 必 须 等 于 五 .因此 

BA = 45. 
由 于 [21s = fe on (ose 
天 = B= 

所 以 
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由 二 
Bi = Br 人 = Ar 人 Ai 

同 法 可 得 一 艇 情况 A;= B;. 内 此 CC 的 表示 之 惟一 性 得 证 . 

若 a; 为 具有 性 质 

Aa = EE 
的 互 异 元 素 A 的 个 数 , 则 由 于 两 个 这 种 元 素 的 乘积 仍 有 这 种 性 
质 ,所 以 它们 的 全 体 构成 阶 为 a; 的 一 个 子 群 .于 是 由 定理 23 得 
h 一 ala2 dad, = aa2 "dy. {10) 

若 户 为 一 个 素数 及 pla;, 则 由 定理 22 十 知 存在 一 个 适合 4“ = 1 
的 元 素 有 阶 六 ,因此 Pei 因此 a; 没 有 除 a; 之 外 的 素 因 子 ,出 于 
2, 为 两 两 互 素 的 ,所 以 由 方程 (10) 可 知 4; 二 aj. 

由 此 我 们 证 明了 

定理 24 车 cjh,[ 和 ,ce)=1(e>0), 则 包 中 满足 性 质 

A* =1 

的 全 体 元 案 椅 成 一 个 久 阶 为 。 的 子 群 . 

由 定理 23 明显 地 需要 我 们 引进 一 个 特殊 的 记号 ,来 立 明 岛 
对 > 个 子 群 4 ,上 A, 的 关系 ,由 它们 经 这 一 个 关系 久 被 构 质 了 
出 来 .我 们 简单 地 定义 鲜 为 这 些 子 群 的 “乘积”. 如果 我 们 从 两 个 
群 公 与 母 开始 , 则 我 们 侈 希望 定义 一 个 群 久 , 它 以 罗 与 怠 为 
子 群 ,而 是 称 为 这 戎 个 群 之 积 , 在 此 我 们 首先 要 注意 田 的 一 个 元 
素 与 区 的 一 个 元 素 之 积 是 没有 意思 的 .为 此 我 们 讨论 于 下 :我们 
将 阿 见 尔 群 @@,(i = 1,2) 的 元 素 用 指标 i 记 之 .我 们 更 在 来 定义 一 
个 新 的 群 ,其 元素 为 元 素 对 (4 ,42) 并 置 

(1) (Ai, 及 2) = (Bi,B2) 的 意思 是 41 = Bi 与 A,= B2. 

(2) 这 些 元 素 对 的 复合 规律 为 (Al,A2)' (Bi, Bs)=(AlB1， 
AsB2). 

用 这 一 方法 得 到 的 hz 个 新 元 素 (8; 为 鲜 ; 的 阶 ) 形 成 一 个 
阿 贝 东 群 .这 -- 群 的 单位 元 素 为 (五 | ,FE2), 此 人 处 下， 为 地 ; 的 单位 元 
素 .i 个 元 素 (A1,F2), 其 中 Al 过 群 人 怨 的 所 有 元 素 ,显然 构成 @ 
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的 一 个 子 群 及 这 一 子 群 同 构 于 加 1; 同样 由 元 素 (E1, A2) 构 成 的 群 
同 构 于 过 . 这 两 个 子 群 只 有 一 个 共同 元 素 ( 开 ,Ez) .全 的 每 一 个 
元 素 都 可 以 惟 -- 地 表示 为 两 个 子 群 的 两 个 元 素 的 乘积 : 
(A1 A2) = (ATs:E2) 屎 开 1， 册 7) 

最 后 ,我 们 定义 

(3) (A1,E2)= Al, (Ei,A2) 二 及 2， 因此 特别 有 Ei= EF2. 

由 于 关系 "= ”在 加 ,名 | ,名 的 元 素 之 间 尚 未 定 头 ,所 以 记 坊 
“= ”的 这 种 合用 是 可 以 允许 的 . 而 元 索 的 复合 被 定 尽 为 相等 万 导 
致 元 素 之 相等 , 我 们 称 按 此 方法 用 (1), (2),(3) 定义 的 具有 hi 
个 元 素 A1A; 的 群 包 为 两 个 群 售 与 的 滋 积 ,并 记 为 

加 二 = 

用 这 一 术语 ,由 定理 23 立刻 得 知 乘积 的 形式 是 可 以 结合 的 : 

定理 25 每 一 个 有 限 阿 贝尔 群 可 以 表示 为 阶 为 素数 备 的 阿 
页 尔 群 之 积 . 


$ 8. 阿 贝 尔 群 的 基 


我 们 现在 可 以 证 明 于 面 定 理 , 它 将 给 我 们 最 一 般 有 限 阿 贝尔 
群 结构 的 完整 信息 . 

定理 26( 阿 贝尔 群 的 基本 定理 ) 在 每 个 阶 (>1) 的 阿 贝 尔 
群 鲁 中 ,存在 某 些 阶 分 别 为 ，… ,大 的 元 素 呈 ,了 B, 使 加 的 每 
个 元 素 在 形式 

CU = Bi Br 

中 正好 出 更 一 次 ,此 处 整数 z, 互相 独立 地 过 一 个 完全 剩余 系 
modh,. 进而 言 之 ,六 = 大 为 素数 宕 及 六 = 六 | 六 2 站 
这 种 类 型 的 > 个 元 素 称 为 各 的 一 个 基 . 

由 我 们 以 前 的 结果 立即 得 知 ,车 这 一 定理 的 真实 性 对 于 素数 
突 阶 已 经 证 明 , 则 对 于 任意 有 亦 然 . 

现在 命 h= 产 为 加 的 阶 ,此 处 p 为 一 个 素数 及 & 为 一 个 整数 
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实 1, 则 甸 的 每 一 个 元 素 的 阶 为 pr ,此 处 oa 为 一 个 通 合 0 所 a 所 此 
的 整数 ， 

车 A?1-A3… A 二 到, 则 

Tx, 三 0 (moda,; ) ， 
我 们 就 称 具 有 阶 aa 的 六 个 元 素 上 ,上 是 独立 的 . 例 
如 每 一 个 元 素 4 都 是 一 个 独立 元 素 , 显 然 m 个 独立 元 素 的 大 乘 
积 构成 一 个 群 , 它 正好 含有 ail'az…anw 个 互 异 元 素 . 若 Al,…， 
A 是 独立 的 , 刚 mz +1 个 元 素 AAA , 总 是 独立 的 , 且 其 
逆 亦 真 . 我们 现在 给 独立 元 素 一 个 次 序 使 其 阶 形成 一 个 递减 座 列 ; 
al 闻 c 六 区 1 
我 们 称 这 一 数 系 et, ,en 为 AAAn 的 秩 数 系 或 4 有 A。 
的 秩 民 .我 们 现在 定义 系 民 的 一 个 确定 次 序 , 命 
A; 的 阶 为 a; = pp (i = 1,2,…,m)， 
B, 的 阶 为 B, = ph (gqg = 1,2,…,n)， 

汐 两 个 独立 系 ,车 六 天 z ,例如 之 x, 则 定 交 B41 三 记 42 二"… = 
B=0. 若 a;=B(i=1,…,m), 则 称 这 两 个 系 有 相同 的 秩 . 阁 第 
一 个 非 零 差 适合 a, ->0 或 <0, 则 称 CA1,…, 及, ) 的 秩 高 于 或 
低 于 (B11,…,B;) 的 秩 .因此 去 掉 或 增加 一 个 单位 下 并 不 能 影 啊 
秩 . 若 (Al,…) 的 秩 高 于 (Bi1,…) 的 秩 及 (Bi,…) 的 秩 商 于 
(C1,…) 的 秩 , 则 (A1,…) 的 秩 高 于 (C1,… ) 的 秩 , 显然 异 于 下 的 
独立 元 素 系 的 秩 最 多 不 超过 瑚 种 可 能 ;从 而 有 最 高 秩 独 六 元 素 
系 ,我们 将 简称 这 种 系 为 极 大 系 . 命 B1,…,B, 为 一 个 极 大 系 量 其 
中 无 一 个 元 素 = 王 ,我 们 将 证 明 B1,…,B, 是 一 个 基 元 素 系 . 为 此 
我 们 仅 需 验证 久 的 每 一 个 元 素 均 可 以 表示 B; 的 蜂 乘 积 一 一 对 此 
于 面 这 些 引 理 即 已 足够 : 

引 理 (aj 在 了 ,…, 忆 .中 没有 一 个 元 素 能 表 成 他 中 一 个 元 
素 的 p 次 笑 . 

车 B ,= C7, 则 将 B,…,B, 中 的 B; 换 成 C ,可 能 再 换 一 下 元 
素 次 序 后 得 一 个 系 ,其 秩 显 然 高 于 极 大 系 B1,…,B, 的 秩 , 这 不 
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可 能 . 
引 理 (b) 寿 在 系 B;,…,B, 中 将 一 个 元 素 卫 ,例如 也 , 换 为 
A= B,. Br BY, 
此 处 zx 关 0(modp) ,而 zx; 为 任意 蓝 数 , 则 秩 不 改变 ,及 新 系 仍 为 一 
个 极 大 系 . 

由 于 B+1,…,B, 的 阶 不 大 于 B,, 的 阶 , 所 以 它们 是 B,, 阶 的 
因子 ,所 以 A 与 B, 的 阶 相同 .进而 言 之 ,A ,B+1,…,B, 的 其 乘 
积 可 以 表 为 B, ,…, B, 的 容 乘 积 , 且 其 首 评 真 . 所 以 新 系 是 独 辽 
的 ,从 而 是 一 个 极 大 系 ， 

引 理 {c】 若 一 个 元 素 (2* 可 以 表 为 B; 的 天 乘积 , 则 C 亦 然 . 

事实 上 , 知 

C? = Bi Br, (11) 
则 必定 所 有 x; 短 三 0(modpp). 否则 若 xz; = zx 为 第 一 个 不 能 被 p 
整除 的 指数 , 则 在 B; 的 系统 中 将 B,, 换 成 

A= B'"B, wu"B’ = OB YB 1 -1, 
由 引 理 b 可 知 新 系统 仍 为 极 大 系统 ,但 它 却 包含 一 个 元 素 的 p 次 
寡 , 即 A, 这 与 引 理 a 相 政 盾 . 所 以 在 (11) 式 中 我 们 可 以 置 x; = 
py; ,其 中 yy 为 整数 ,因此 
(C- 站 一)2 = 1. 

苦 C 不 能 表 为 B; 的 震 之 积 , 则 这 对 所 有 的 C" 亦 然 ,此 处 3 

关 0(modp) 及 上 式 括 弧 中 之 项 有 

C= CBMB 1; 
所 以 C' 亦 是 阶 p 之 元 素 , 从 而 r+1 个 元 素 B1,…,B,,C 亦 是 独 
立 的 , 按 递减 序列 安排 阶 的 次 序 (B 的 阶 大 于 1, 所 以 它 衬 p) , 则 它 
有 一 个 比 极 大 系 B1,…,B, 更 高 的 秩 , 这 是 不 可 能 的 .因此 假 俊 吓 
错误 的 ,从 而 引 理 c 得 证 . 

不 断 运用 引 理 c 即 可 知 久 的 每 一 个 元 素 关 于 B; 的 可 表 性 . 
事实 上 , 若 A 的 阶 为 p”, 则 

A? =1 
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当然 可 以 被 B, 表示 ,所 以 由 引 理 < 可知 A ” 亦 可 以 被 B, 表示 及 
当 六 >1 时 ,az” 亦 可 以 表示 ,如 此 等 等 直到 A# = A 自身 . 

他 的 基 元 素 并 不 是 由 名 惟一 确定 的 . 基 的 某 些 性 质 仍然 是 名 
自身 的 特征 . 阶 能 被 p 整除 的 基 元 数 的 个 数 。 = e(p) 被 当知 是 仅 
由 久 决 定 的 最 重要 的 常数 ;我 们 称 。 为 属于 请 的 基数 .下 面 结果 
显示 了 它 独立 于 基 的 选择 . 

定理 27 和 若 户 为 一 个 素数 , 则 久 中 具有 性 质 

A?r=1 
的 相 蜡 元 素 的 个 数 等 于 # ,此 处 e 是 属于 六 的 基数 . 
若 B1,…,B, 为 基 元 素 , 其 阶 为 p 之 蜂 , 则 由 
和 一 BIB BB TB 及 A? 二 1 
得 同 余 式 序列 
pr = 0D{modh;), i 一 1 ,之 …… 7， 
由 于 (h,, 力 ) 二 1Gi=e+1,…,7) ,所 以 


zi = 0(modh,). 

及 对 于 了 =1,2,…:e, 由 于 玉 = 扩 ,所 以 
hi 

| =0(mod p ). 


反之 后 面 闻 余 式 有 -一 个 推论 A? =1., 每 一 个 这 种 同 余 式 的 解数 , 当 
i 二 Ee 十 1 时 为 lmodhj 此 当 i = 二 1,2,…,e 时 ,等 于 pmodh;. 
国 此 互 不 同 余 的 解 个 数 为 产 ， 

当 p 除 不 尽 群 的 阶 & 时 ,这 一 命题 仍然 成 立 , 这 时 =0. 

橄 一 个 元 素 的 宪 即 得 最 简单 的 阿 贝 尔 群 :4 =1,4 ,4 及 
4 1 ,4 2 如果 一 个 阿 贝尔 群 的 所 有 元 素 都 是 一 个 元 素 的 乔 ， 
则 这 个 群 称 为 循环 群 及 A 称 为 群 的 生成 元 . 在 此 我 们 有 

定理 28 “一 个 阶 为 六 的 阿 员 汞 群 是 循环 的 当 且 仅 当 对 于 每 
一 个 整除 疡 的 素数 户 ,适合 A? =1 的 元 素 4 的 个 数 等 于 p， 

由 前 一 定理 可 知 这 一 条 件 等 价 于 :属于 p 的 基数 =1， 

这 一 条 件 是 必要 的 , 即 乔 


30: 第 二 章 隔 由 尔 群 


C,C,%, Ce 1, = 1 
为 贸 的 产 个 元 素 , 则 由 A?=1 可 知 对 于 A=C* 有 


各 一 0(modi) 及 = 一 0(mod 生 |， 


即 z 为 p 个 值 各 ,入 ,…, 如 modh 之 一 .反之 ,我 们 这 样 得 到 的 p 
个 不 同 的 A 具有 A?=1. 

这 一 条 件 亦 是 充分 的 :因为 若 产 = 六 … 所 为 h 关于 不 同 素 
因子 的 分 解 ,到 由 假定 可 知 仅 有 一 个 基 元 素 属 于 p;; 所 以 入 的 所 
有 元 素 均 有 形式 

A = Bi Ber, 
此 处 

Ba = 1, 其 中 到 ; = ps. 

于 是 得 到 个 互 异 元 素 ,如 果 我 们 构成 

C= 吾 | BB, 
的 相继 宕 , 则 得 代 的 所 有 元 素 .事实 上 ,车 C 的 阶 为 u, 则 由 8B 的 
基 性 质 可 知 

n=O0(modh), i = 1,",r. 

由 于 有; 是 摧 两 互 素 的 ,所 以 可 以 被 4 =h1… 有 hh, 整除 ,但 不 能 
大于 ,有 后 以 =. 
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若 卫 为 阿 贝 尔 群 久 @ 的 子 群 , 则 其 本 身 亦 是 阿 贝 尔 群 ,然后 由 
U 给 出 另 一 个 群 如 下 ,由 人 $6 可 知 陪 集 AQ 是 由 立 惟 一 确定 的 . 陪 
集 的 个 数 为 各 ,此 处 N 是 贡 的 阶 .我 们 将 陪 集 记 为 R,,R2,…, 现 
在 由 下 面 的 观察 ,我 们 在 诸 R 中 建立 一 个 复合 规则 ,车 A 与 A1 
为 Ri 的 元 素 及 A,,A2 为 Rz 的 元 素 , 则 AjAs 与 AAA2? 为 相同 陪 
集 民 ; 的 丘 素 .事实 上 ,由 于 
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41=4LI，A42 = A;U, 
此 处 ,UU 为 了 的 元 素 , 所 以 A145=A1232U1U,( 这 里 我 们 使 
用 了 的 元 素 复合 是 可 以 交换 的 ), 由 于 414; 与 A’1A'; 的 差别 
仅 为 也 的 一 个 国 子 , 所 以 它们 属于 同一 个 陪 集 R3. 因此 R; 是 由 
Ri 与 Ry 惟一 确定 的 .我 们 记 
RI * R; = KR;. 

对 于 这 一 复合 规划, 群 的 公理 (i) 一 (iy) 显然 是 适合 的 . 进而 言 之 ， 
显然 这 一 复合 规则 是 可 以 交换 的 .所 以 障 集 RR 构成 一 个 阶 为 入 的 
阿 贝 尔 群 . 

定义 ”由 这 一 途径 定义 的 群 只 称 为 了 的 商 { 因 子 ) 群 .其 阶 等 
于 妇 4 的 指标 ,我 们 记 为 

人 


= 五. 

我 们 还 可 以 将 它 描述 如 下 :如 果 忽 的 两 个 元 素 之 间 只 相差 羽 
的 一 个 元 素 , 则 不 将 它们 看 作 是 不 同 的 , 则 得 到 商 群 ,于 处 我 们 保 
持 了 了 的 复合 规则 . 

我 们 将 应 用 这 些 概 念 来 研究 下 面 情况 ,此 处 1 为 群 ,其 元 素 
为 思 中 能 被 表示 为 轧 中 元 素 的 声 次 堪 者 ,其 中 为 整除 的 一 
个 素数 .特别 我 们 可 以 将 这 一 子 群 也 记 为 卫 , ,我 们 有 

定理 29 车 。 为 @ 属 于 p 的 基数 , 则 硬 的 阶 为 六, 群生- 同 
构 于 岛 中 满足 C=1 的 元 素 C 构成 的 群 . 

事实 上 ,出 定理 26 条 知 借 的 每 -- 个 元 素 六 可 以 表示 为 形式 

X = BrB.. BeA?, 

此 处 Bj ,… ,号 .为 属于 素数 户 的 基 元 素 及 e 个 数 x|,…,+x, 由 总 惟 
一 确定 modp ,而 A? 为 适当 选取 的 p 次 宕 , 即 一 个 U 之 元 素 . 这 
样 一 个 元 素 X 为 p 次 知 当 且 仪 当 所 有 zx; 钴 志 0(modp). 所 以 由 
LU 决定 的 陪 集 个 数 等 于 x;modp 五 异 系 的 个 数 , 即 = 产 ,每 一 个 


陪 集 的 ”次 宕 恒 同 于 集合 Q。, 即 在 阶 六 的 群 访 -中 ,每 一 个 非 闪 
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位 元 素 必 有 阶 .所 以 让 必须 正好 含有 。 个 阶 为 p 的 基 元 素 .因此 


由 定理 27 可 知 , 所 有 具有 C2 =1 的 C 所 构成 的 群 有 同样 的 结构 . 
进而 言 之 , 易 见 。 个 陪 集 

Btls, i = 1,2,,e 
在 商 群 中 构成 一 个 基 元 素 系 ,而 e 个 元 素 


上 n 
B?, i=1,2,.,e 
为 满 是 C? = 1 的 群 的 基 元 素 .因此 这 两 个 群 是 同 构 的 . 
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由 于 一 个 阿 由 尔 群 的 复合 规则 很 像 通 常 的 乘法 ,是 可 以 交换 
的 ,所 以 那些 适合 符号 方程 At = 1 的 诸 元 球形 式 上 很 像 一 个 六 次 
单位 根 , 因 此 很 像 某 些 数 . 于 是 产生 这 样 的 问题 ,是 否 可 以 将 阿 由 
尔 群 的 研究 完全 转化 为 数 的 问题 ,或 者 是 下 面 类 型 问题 
对 于 阿 风 尔 群 名 的 每 个 元 案 A ,可 以 用 这 样 的 方法 指定 一 个 
数 , 记 为 X(A), 即 对 于 久 的 每 两 个 元 素 A,B. 
X(A) XC(B) = X(AB). (12) 
从 而 元 素 的 复合 就 对 应 于 指定 数 的 乘法 了 . 
按照 基本 定理 可 得 所 有 这 些 " 函 数 ”X(A) 的 构造 如 下 . 
让 我 们 除去 "对 所 有 A 箔 有 X(A)=0" 这 个 寻常 解 ， 
首先 对 于 单位 元 素 ,我 们 必须 有 
XE)= 1. 
这 是 由 于 对 于 每 一 个 A， 
XCAIXCE) = XCAE) = xX(A). 
其 次 , 若 B,,…,B, 为 一 个 基 , 则 不 断 应 用 (12) 式 可 知 对 于 
A = BY. Br, 
XC(A) = XCBI)™ XB,)™, 
所 以 当 对 所 有 基 元 素 B, 知道 X(Bi) 后 立即 对 于 每 一 元 宗 A 得 类 


(13) 
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X(4) .但 这 些 数 xX(B;) 并 不 是 任意 的 ,它们 必须 这 样 被 选择 邯 守 
致 同样 A 的 指数 xi 在 (13) 式 中 亦 导致 同样 的 XC(A), 即 xX(B,) 为 
一 个 数 使 
X(B,)™ 
仅 依 赖 于 xjmodhj. 由 于 1= XX(E)= X(B") = X(Bi)%, 所 以 
xX{B;) 关 0. 因 此 它 是 一 个 ,次 单位 根 
这 个 条 人 忻 也 是 充分 的 . 欲 证 这 一 点 , 命 
XB )= EE,, m= 1,,r 
为 任意 hi, 次 单位 根 


z= e( 富 >。 (a 为 任意 整数 ). 
则 我 们 定义 
X(A) = Fk, A = 了 2 (14) 

事实 上 ,X(4) 的 表达 式 仅 依赖 于 x,, 所属 的 剩余 类 modh,, ,而 且 
满足 (12) 式 .正好 共有 Ah, 个 次 数 为 睛 。 的 不 同 的 单位 根 对 应 于 值 
am 二 12,… yh; 从 而 正好 共有 产 = 产 天 2 天 个 不 同形 式 的 函数 
X(4) .因为 它们 至 少 对 一 个 基 元 素 不 同 , 所 以 没有 两 个 函数 是 恒 
等 的 , 因此 我 们 证 明了 ， 

定理 30 正好 有 个 不 同 的 沙 数 X(A), 它 有 这 样 的 性 质 ; 
XCAB)=X(A):X{B) 及 X(A) 对 于 岛 所 有 的 元 素 都 关 0. 每 一 个 
X 是 一 个 次 单位 根 . 

每 一 个 这 种 消 数 都 称 为 仿 的 群 特征 或 特征 (或 特征 标 ) 

在 诸 特 征 X(A) 中 有 一 个 特征 , 它 对 所 有 A 错 有 X(A)=1; 
它 称 为 主 特征 .反之 ,正好 存在 一 个 的 元 素 , 即 下 ,使 对 于 每 一 个 
特征 和 丝 有 XxX(E)=1. 

特征 自身 亦 构成 一 个 阶 为 六 的 群 . 事 实 上 , 若 Xi(A) 与 
X2at 4 ) 为 两 个 特征 , 则 FL4)= Xi(4)Xz(4) 仍 适合 一 个 X 的 定 
尽 方程 ,所 以 它 也 是 六 的 一 个 特征 . 若 X(A) 经 过 所 有 的 特征 ,而 
XI1( 有 A ) 是 一 个 固定 特征 , 则 XCA)Xi1( 有 A&A) 亦 经 过 驴 的 所 有 特征 .如 
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果 我 们 用 2 。 表示 一 个 过 所 有 久 中 h 个 元 素 的 和 及 >) 表示 
一 个 过 天 个 特征 的 和 , 则 我 们 有 
定理 31 
请 ， 车 xX 为 主 特征 ， 
za -| 
0， 车 Xx 为 非 主 特征 . 
4， 车 A =E， 
XA) 网 若 4 尖 五 ， 
每 一 个 命题 的 第 一 部 分 都 是 显然 的 ,这 是 由 于 每 一 个 被 加 项 都 = 
1. 若 中 是 任意 元 素 , 则 随 A 一 样 ,AB 亦 经 过 的 个 元 素 , 所 以 
SXCA) = YX(AB) = x(B) YX(A), 


因此 (1 -XC(B)) 2 XA) = 0. 


当 X 不 是 主 特征 时 , 则 至 少 有 一 个 使 X(B) 隆 1, 所 以 >， 等 
于 0. 
同样 , 命 Xi 为 一 个 任意 特征 , 则 
DAA) = OXICAIX(A) = x1(A) D(A), 
t 六 站 
(1 — Xi1(A)D) D> XA)= 0， 


车 A 六 玉 , 则 至 少 有 一 个 特征 适合 Xi1( 有 A ) 关 1, 所 以 2 =0. 

元 素 A 是 由 上 个 数 X, (A ) 惟 一 确定 的 ,此 处 当 n=1,2,… ,有 
时 ,Xr 为 有 个 特征 .这 是 因为 如 果 有 第 二 个 元 素 B, 具 有 同样 的 
XatB), 则 对 于 所 有 n 皆 有 Xi(AB 1!)=1. 从 而 AB ! 为 单位 元 
素 . 因此 A=B. 

这 上 户 个 数 X(A) 不 是 任意 的 .反之 ,下 面 的 事实 成 立 : 

定理 32 ”车 A 为 一 个 阶 F 的 元 素 , 则 xX,(A) 为 一 个 了 次 单 
位 根 .在 上 5 个 数 Xr(A}(n=1,…,) 中 ,所 有 了 次 单位 根 出 现 的 


次 数 都 相等 , 即 也 次 ， 
首先 ,由 于 4 =1 ,所 以 加 (4 = Xi(A 站 = Xn(1)=1. 因 此 


' 
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和 定理 的 第 一 部 分 成 立 . 现在 各 是 任意 一 个 了 次 单位 , 则 我 们 考 
左 和 和 


2 (5 xn(A) t+ EKAD t+ CAN = 5S. 


由 假定 当 1 委 可 < 了 时 ,A” 不 是 单位 元 素 一 一 各 我 们 去 掉 寻 常情 
沉 FF=1, 即 4A= 开 一 一 所 以 出 定理 31 可 知 , 若 我 们 将 这 一 和 分 拆 
成 了 个 和 , 则 S=， 

男 一 方面 ,每 一 个 括 强 等 于 e+ e+…+ ef ,此 处 

e= tx(A), ef=1. 

因此 它 等 于 0 或 依赖 于 se 关 或 =1, 即 依赖 于 Xn(A) 了 5 误 =&. 
车 上 表示 满足 xX.(A)=& 的 特征 个 数 , 则 S= kf. 所 以 将 这 个 结 
果 与 第 一 个 结果 结合 起 来 , 即 得 
h 
kk 二 廊 ， 率 二 fF 
与 无关 ,定理 证 完 . 

进而 言 之 ,特征 群 与 群 仿 本 身 是 同 构 的 . 为 此 我 们 对 于 每 一 
个 基 元 素 B, 使 之 对 应 于 一 个 hh, 次 单位 根 

名 一 和 
则 每 一 个 特征 X( 和 A ) 就 惟一 地 通过 7 个 基 特 征 
Xo A) = Fe {gq = 1,2,.,7) 


被 表示 为 
XCA) = XNA AEA) NA)， 

此 处 

下 二 Bi Br, 
其 中 wy 为 惟一 的 整数 modh,. 若 我 们 将 元 素 

BY BY… Br 

与 特征 

X= XIX 


相对 应 , 则 显然 特征 群 与 群 包间 的 同 构 关系 就 确定 了 ， 
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每 一 个 于 群 可 以 借助 于 阿 贝 尔 群 的 特征 来 确定 . 震 取 鸟 的 一 
些 不 同 特征 Xi ,Xx , 则 适合 KX1CU) = X2( 中 = = 和 (U)=1 
的 元 素 UU 的 全 体 显 然 构 成 劝 的 一 个 子 群 14, 这 是 由 于 两 个 这 种 
元 素 Di 与 Us 的 科 积 UU 仍 有 这 种 性 质 . 

进而 言 之 ,在 下 面 我 们 可 以 看 到 他 的 每 一 个 子 群 妇 都 可 以 这 
样 来 得 到 : 命 也 为 包 的 任意 子 群 ;由 不 同 陪 集 A 构成 商 群 全 亦 
是 一 个 阿 贝 尔 群 ,所 以 它 正 好 有 j 个 特征 ,; 记 为 i. (A1)， 
A2( 有 六 1),…' ,AtAU). 借 助 与 此 ,我 们 由 同 定 

Xa(A) = Ai(AN), 名 = 1,2,.,) 
来 定义 一 个 特征 .事实 上 ,由 于 每 一 个 元 素 仅 属于 一 个 陪 集 ,所 以 
对 每 一 个 不 ,这 一 次 定 是 惟一 的 .进而 言 之 ,对 于 他 的 两 个 元 素 A 
与 B ,我 们 总 有 
XA XB) = AADACBHN) = MABUN = XAB), 

因此 ,Xi(A) 的 确 是 群岛 的 一 个 特征 .不 同 的 特征 A(AN),k& = 
1,…,j, 仅 对 群生 的 单位 元 素 , 才 都 取 值 1, 即 仅 对 恒 等 于 也 的 陪 
集 才 取 值 1. 从 而 正 是 对 那些 4 的 元 素 A ,i 个 特征 Xs(A) 才 都 取 
1. 换 言 之 , 子 群 1 是 可 以 这 样 定义 的 , 即 适 合 ; 个 条 件 

Xia(A)=1, k= 1,2,.,1 (15) 
的 所 有 元 素 . 

也 的 每 一 个 元 素 A 必须 适合 的 这 ; 个 入 和 件 不 一 定 是 钼 此 独 
立 的 .对 于 2 与 X2;Xi*X2=X3 总 在 让 中 ;所 以 条 件 X3(A)=1 
已 经 由 两 个 条 件 X1(A)= X2(A)=1 中 推出 来 了 . 为 了 寻找 条 件 
【15 中 相互 独立 的 条 件 ,我 们 考虑 惟一 定义 x 的 下 ,它们 构成 同 


构 于 针 的 一 个 群 .这 是 由 于 它们 正好 是 条 的 诸 特征 .因此 它们 可 以 
由 一 个 基 4，,…,2, 来 表示 .此 处 ro 为 站 的 基 元 素 个 数 , 即 每 一 个 


特征 4 都 是 这 ro 个 特征 的 寡 乘 积 ,因此 由 re 个 条 件 
KA) = Xa A) = = A) =1 
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素 和 的 阶 及 外 (i 二 1,2,… ,7 站 ) 为 任意 给 予 的 ;次 单位 根 , 则 总 有 
一 个 陪 集 4AU 使 4:(A0)= 名 (i=1,2,…,ro); 所 以 我 们 证 明了 ，: 


定理 33 车 记 为 @ 的 一 个 子 群 及 若 商 料 针 有 ro 个 基 元 素 ， 


则 在 入 的 个 特征 中 ,存在 ro 个 阶 为 素数 洗 疙 的 特征 Xi(i=1， 
2,… ,ro) 使 ro 个 条 件 

XAY=1 (i= 1,2,.,rg8) 
对 的 所 有 元 素 A 且 仅 对 1 的 元 素 A 满足 ; 另 一 方面 ,名 中 恒 厚 
在 元 素 日 使 ro 个 特征 Xi:{B) 为 任意 规定 的 ;次 单位 根 . 
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无 限 阿 由 尔 群 理论 在 任何 方 币 上 都 没有 像 上 述 有 限 阿 贝尔 群 
理论 发 展 得 那样 完整 .已 有 的 无 限 阿 贝尔 群 的 少数 定理 对 群 沦 来 
说 仍 很 特殊 .在 这 一 节 , 我 们 将 解释 那些 以 后 对 算术 有 应 用 的 概念 
与 事实 .进而 言 之 ,无 限 阿 贝 尔 群 理论 仅 在 第 四 章 开始 在 域 论 中 
用 到 . 

在 一 个 光 限 群 久 中 ,按照 元 素 的 某 个 军 等 于 玉 或 天 来 区 分 它 
为 有 限 阶 或 无 限 阶 一 一 自然 要 将 零 次 罕 排 除 掉 . 以 后 将 举例 阐明 ， 
一 个 无 限 群 可 以 只 有 无 限 阶 (EE 除外 ) 元 素 或 内 有 有 限 阶 元 素 . 

车 由 关系 式 

A AD A TY Tee 一 
对 于 整数 x,y 的 成 立即 能 导 册 所 有 = 人 0 及 每 一 个 有 所 
0(modh,) ,此 处 每 一 个 A 有 无 限 阶 及 每 一 个 T; 有 有 限 阶 4,, 则 称 
入 的 元 素 系 A1,…,A, ,Ti,… ,了 T, 是 独立 的 ,在 这 种 情况 下 , 当 每 
一 工 经 过 所 有 整数 ( 正 的 与 负 的 ) 及 每 一 y 经 过 一 个 完全 剩余 系 
modh, 时 ,左边 的 表达 式 明 显 地 表示 各 个 相 异 元 率 . 

G3 的 一 -个 有 限 或 无 穷 多 个 元 素 系 : As{i=1,2,…), Te(k=1， 
2,… (A; 有 无 限 阶 ,T 有 有 限 阶 ) 称 为 的 一 个 基底 的 定义 为 : 
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革 的 每 一 个 元 素 均 可 以 表示 成 形式 
A A TT 一 全 ， 
此 处 
(1) 指数 zx;, y 为 整数 及 只 有 有 限 多 个 关 0; 
(2) 指数 z; 由 C 惟一 确定 及 指数 y 由 C 惟一 确定 modh， 
显然 一 个 基 的 元 素 的 任意 有 限 集 必 须 是 独立 的 . 
为 简单 记 , 关 于 及 为 一 个 素数 所 这 一 要 求 就 不 在 此 加 上 了 了. 
定理 34 ” 若 一 个 无 限 阿 员 尔 群 久 有 一 个 有 限 基 , 则 甸 的 每 
一 个 子 群 只 有 一 个 有 限 基 . 

命 B1,B;,…,B; 为 图 的 一 个 基 , 此 处 BB ，…, 也 .为 无 限 阶 
元 索 及 B41,… ,Bm 阶 分 别 为 ，… ,有 -我 们 考 不 所 有 舌 乘 积 
U = Bu Brn,U EN 
相反 的 数 . 由 于 立 的 群 性 质 ,我 们 明显 可 知 若 指数 系 (w1,，…，, ti) 
与 (wx1,… ,#7 对 应 于 1 的 元 素 , 则 (wy 十 1s, tm 二 Wm) 号 (ul 
一 dm 一 U4 ) 亦 然 .特别 ,我 们 要 记 住 , 若 对 于 一 个 确定 的 

& , 苑 素 
U = BB tn Be "(1 坟 目 壕 轴 ) (16) 
属于 妇 , 则 对 于 它 ,w1=…= 坟 -1=0. 因 为 所 有 ;=0, 则 得 1 的 
单位 元 素 , 所 以 这 种 元 素 恒 存在 . 只 要 不 是 所 有 z=0,(16) 式 中 
所 有 可 能 的 第 一 个 指数 z; 的 全 体 就 构成 $1 意义 下 的 一 个 整数 
模 ,这 一 模 中 的 所 有 数 恒 同 于 某 一 个 整数 的 倍数 集 ;从 而 若非 总 有 
z; 二 从 , 则 存在 1 中 一 个 元 素 Ui 具有 这 样 一 个 x 关 0， 
[LF = 再 Bl 

使 (16) 式 中 的 所 都 是 re 的 倍数 . 从 具有 这 样 rE 的 Us 中 可 
能 有 无 穷 多 个 一 一 对 于 上 = 1,… ,xm 我 们 提取 一 个 确定 者 ,此 处 
若 在 (16) 中 对 这 个 下 总 有 四 =0, 则 置 = 太志 一 0. 

现在 来 证 明 卫 中 的 每 一 个 元 素 都 可 以 表 为 这 些 元 宗 Ul,…， 
Ua 的 乘积 . 命 


U = BB 
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为 的 一 个 元 素 . 册 前 面 的 讨论 可 知 a| 是 ri 的 倍数 , 即 xi = 
vr 所 以 
UU ™ = B22By. Bm (17) 
为 一 个 仅 有 B;,…,B; 的 寡 乘 积 ,由 群 的 性 质 可 知 它 仍 属 于 也 .看 
我 们 有 ri =0 及 Ul = 王 , 则 我 们 需 取 wi 二 0. 同 样 ,在 (17) 式 中 每 
当 wu2 非 零 时 , 它 必须 是 ra 的 俏 数 , 即 xz = zzrz. 进 而 言 之 , 行 
所 = 站, 则 2 必须 =0 及 我 们 取 vw2=0. 总 之 UU “UU。 为 1 
的 一 个 元 素 及 它 可 以 表示 为 B3,…,B,, 的 突 莱 积 ,如 此 等 等 直至 
达到 一 个 单位 元 素 及 得 到 表示 式 
U = LE 
EL ,UU, 蔡 夭 玉 均 有 无 限 阶 ,而 其 余 诸 U 有 有 限 阶 . 
U4 ,Um 的 车 乘 积 构成 一 个 有 限 阿 贝尔 群 .由 乍 理 26 可 
知 , 它 的 元 素 可 以 由 一 个 基 Cl,…,C, 来 表示 ,如 果 我 们 去 挥 元 率 
[= ,我 们 将 断言 Lp DC Co 构成 其 的 一 个 基 . 背 
先 每 一 个 元 素 LU 均 可 以 由 5 U 来 表示 ,所 以 也 可 以 由 
EL 来 表示 .大 
UU UC Cm = 1 (18) 
为 单位 元 素 的 表示 式 , 此 处 当 Ui =E( 即 x=0) 时 ,w=0, 则 将 5， 
代替 U; 与 G; 得 
virt = 0; 
所 以 或 者 v1 = 0 或 者 rj =0. 在 后 一 情况 中 按 我 们 规定 亦 得 到 
v1 二 0, 同样 有 w=0,…， vz 二 习 . 进而 言 之 ,由 于 GG 为 一 个 有 限 群 
的 基 , 所 以 在 (18) 中 ,每 一 个 ce 都 是 Gi 阶 的 倍数 ,由 于 每 一 个 元 
素 被 U; 与 表 为 同一 数 之 次 数 相同 ,所 以 单位 元 素 被 表示 的 次 
数 亦 相 同 . 这 些 数 确实 构成 U1 的 基 已 被 证 明 . 
在 元 限 阿 贝尔 群 中 ,车 除 玉 之 外 再 无 有 限 阶 元 素 , 则 具有 自 
要 的 兴趣 .我 们 称 这 种 群 为 无 挠 群 ,否则 就 称 为 混合 群 . 
对 于 一 个 无 挠 群 久 , 它 的 每 -个 子 群 也 是 无 挠 的 .特别 , 命 卫 
为 名 具有 限 指数 的 一 个 子 群 ( 见 $6), 则 包 的 每 一 个 元 素 的 适当 
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非 零 指 数 窒 亦 必 属 于 妇 , 事实 上 , 若 A 为 驴 的 一 个 元 素 , 则 由 假定 
指标 是 有 限 的 ,从 而 陪 集 

有 这 ,AT ,Am 二 
不 能 总 是 互 异 的 . 因此 有 某 个 nn 使 A 了 = A, 即 4" 必须 属 
于 全 ,其 中 zw -nn 关 0. 所 以 将 上 面 证 明 用 于 驴 与 4, 则 x=0， 
== 下 不 能 出 现 .事实 上 , 数 系 久子 0,z441 二 … 二 zm 三 0 总 基 存 
在 使 

LU， = Bi% 属于 1. 
由 此 可 得 

定理 35 若 包 是 无 挠 阿 见 尔 群 且 有 基 B1,…,B,, 则 信 的 每 

一 个 有 有 限 指 标的 子 群 人 有 一 个 如 下 性 质 的 基 U1 ,… ,UU，; 


Ui = BuB,y 2 B, 1s, 
U;» = By 2 B, 2*, 
U, = B.'m, 


其 中 yi 关 0,i=1,… ,nn， 
定理 36 世 关 于 岛 的 指标 为 /= | ri ran | . 
为 了 证 明定 理 , 我 们 必须 决定 @@ 中 无 两 个 元 素 只 相差 车 的 一 
个 因子 的 元 素 最 大 数目 .我 们 首先 证 明 , 若 一 个 元 素 
也 Bo 
属于 也 ,此 处 所 有 | zi| 之 ri, 则 必 所 有 xz; 一 0. 由 以 前 的 证 明 中 局 
的 定义 可 知 ,xz 必须 被 ri 整除 及 由 于 | z1| 之 rn; 所 以 x1=0. 热 
后 x 必须 被 2 整除 ,从 而 亦 必 须 =0. 如 此 等 等 ， 
由 此 可 见 ,j = | 2 | 个 元 素 
下 BB Oz Xr (19) 
中 已 没有 两 个 仅 相差 一 个 卫 的 因子 .因此 至 少 有 了 个 互 异 的 陪 
集 一 一 每 一 个 皆 可 以 用 这 种 元 素 之 一 来 表示 . 另 一 方面 ,将 它 乘 以 
1 的 元 素 ,我 们 即 由 此 得 到 二 的 所 有 元 素 , 所 以 i 恰 为 指标 值 ,为 
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此 我 们 注意 到 对 于 了 ，… 呈 ,的 任意 素 积 
P= BriBer 9 
我 们 总 可 以 决定 入 使 
PU = BY, 
此 处 第 一 个 指数 zx, 适合 条 件 0 志和 站 所 :显然 zi 为 zmodrg 的 
最 小 非 负 剩余 .不 断 运 用 这 一 结论 可 知 , 对 于 贸 的 每 一 个 A , 皆 可 
以 找到 一 个 指数 序列 5 ,如 使 
矶 LE 

为 系 (19) 的 一 个 元 素 . 从 而 A 与 这 一 元 素 仅 差别 一 个 1 的 元 素 
因子 ， 

我 们 现在 来 研究 一 个 群 久 不 同 基 之 间 的 联系 ,从 而 找到 仅 由 
作 决 定 的 基 的 性 质 . 

定理 7” 若 一 个 无 找 阿 贝尔 群 从 有 一 个 = 个 元 素 的 有 限 基 
B1,…,B;,; 则 # 是 久 中 独立 元 素 的 最 大 个 数 , 它 是 独立 于 基 的 选 
取 的 . 

出 于 B1,…,B, 是 独立 的 ,所 以 在 四 中 有 个 独立 元 素 . 因 
此 我 们 只 要 证 明 甸 中 n+1 个 元 素 不 能 独立 即 可 .事实 上 ,在 任意 
nn 十 1 个 元 素 

A; = BnB,yaB en (i= 1,2,,n+1) 
之 间 总 有 一 个 关系 
A TA = 1. 

事实 上 ,我 们 只 要 取 n+1 个 整数 zx, 使 它们 满足 x 个 齐 次 线性 方 
程 


Se =0 {k= 1,2,.…,n). 
由 于 系数 ci 为 整数 ,熟知 这 总 是 可 能 的 . 
定理 38 ”由 一 个 无 挠 阿 贝 尔 群 灸 的 一 个 基 8;,…,B, 出 发 ， 
我 们 可 以 得 到 代 的 所 有 基 系 
B; = BluB,eB en (i= 1,2,,n), 
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过 姓 指 数 系 为 任意 有 行列 式 + 1 的 整数 . 

痛 先 证 明 Bi; 总 基 一 个 基 . 为 此 我 们 只 需 证 明 B, 可 以 由 B'’ 来 
表示 . 若 选 取 x 使 ”个 方程 组 

0， 当 i 关 mm， 
TEI 十 字 2 丰 27 十 十 Tn; 二 1， 当 ; 二 训 
成 立 .如 方程 
B, = B11B .B's 

成 立 .这 是 由 于 整 系数 线性 方程 组 的 行列 式 = 土 1 及 右 端 亦 为 整 
数 , 所 以 x; 被 惟一 确定 . 

其 次 , 蔡 n 个 元 素 

B’ = BB (i= 1,2,…,n) 
构成 一 个 基 , 则 通过 Bi,B, 必须 是 可 表 的 
B, = 了 0B22mpB2m (9 = 1,2,,n) 
及 若 用 诸 B 代 震 B', 则 由 诸 B 的 基 的 性 质 得 到 wm? 个 方程 
" 中， 车 a 天 上， 
2 baci = 1 ， 若 w = &. 

其 行列 式 因 此 = 1; 另 一 方面 ,由 行列 式 论 的 乘法 定理 可 知 这 一 行 
列 式 等 于 两 个 行列 式 | ba | 与 | ca | 之 积 .因此 每 一 个 都 必须 整除 
1, 从 而 它们 本 身 为 = 土 1 之 整数 ;因此 | ca| = +1. 

最 后 ,将 后 面 二 个 定理 结合 起 来 即 得 

定理 39 车 名 是 一 个 讽 措 阿 贝尔 群 朋 有 一 个 有 限 基 吾 | ,… 
B, ,U1 是 一 个 有 限 指 标 ; 的 子 群 , 则 1 亦 有 一 个 有 限 基 Ui,…， 
UU, 及 于 个 方程 

U, = BuBm2 Be 人 2) 

中 的 行列 式 | aa | 的 绝对 值 恒 等 于 j. 

对 于 一 组 特殊 基 最 后 一 个 断言 由 定理 36 给 出 .出 特殊 基 UU 
色 性 意 基 五 ,可 以 用 一 个 行列 式 为 = 土 1 的 指数 组 由 定理 38 给 
出 .由 B 到 UU, 我 们 显然 得 一 个 指数 组 ,其 行列 式 等 于 由 8 到 如 
及 由 U 到 UU 的 两 个 行列 式 之 乘积 ,所 以 它 等 于 土 j. 
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最 后 ,我 们 形成 一 个 关于 有 有限 指标 子 群 1 的 一 个 简单 判别 准 
则 : 

定理 40 车 铭 为 一 个 有 有 限 基 B1,…,B,, 的 群 , 则 -一 个 六 
群 站 有 有 限 指标 当 且 仪 当 久 中 每 一 个 元 素 的 一 个 寡 属 于 1. 

若 B 的 N; 次 (NN; >O) 守 属于 全 及 若 我 们 置 

和 = 

则 下 属于 1 ,从 而 每 一 个 元 素 的 N 次 寡 属 于 Q. 因 此 盘 的 每 一 
个 元 素 与 革 


BB (0 <N) 
之 别 仅 为 册 的 一 个 因子 ;所 以 最 多 只 有 Nm 个 由 上 面 这 些 元 素 表 
示 的 陪 集 ,所 以 于 的 指标 是 有 限 的 . 
反之 ,在 有 限 指标 的 情况 下 ,无 穷 多 个 陪 集 
AU, A , 
不 能 都 相 异 .因此 A 的 一 个 知 必 定 属 于 1. 


我 们 也 注意 到 , 由 有 限 群 到 无 限 阿 贝尔 群 , 商 群 全 的 定义 未 
变 , 此 处 并 不 管 但 是 否 有 一 个 村 
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$ 12. 在 加 法 与 乘法 下 的 整数 群 


在 初等 有 理 数论 中 ,我 们 经 常 要 处 理 阿 贝尔 群 .整数 集合 有 下 
列 性 质 ; 

(i) 车 a 与 为 整数 ,由 + 为 一 个 整数 :a +5=5+a. 

(ii) at(tbte)=(at+h)+e. 

( 语 ) 车 a+5=a +5, 则 a=a.. 

(iy) 对 于 每 一 对 a 与 5, 顷 存在 整数 xz 合 4 + =5. 

所 以 由 加 法 复合 .整数 集合 ( 正 的 与 负 的 ) 构 成 一 个 无 限 阿 贝 
尔 群 久 . 单 位 元 素 是 数 零 :a +0= a. 这 个 群 是 由 元 素 1 关于 自身 
的 合成 生成 的 ,因此 ,我 们 处 理 的 是 一 个 仅 售 一 个 基 元 素 的 无 扫 
群 ,从 而 它 是 一 个 循环 群 .一 个 模 的 整数 显然 亦 构成 一 个 阿 贝尔 
群 ,而 实际 上 它 是 灸 的 一 个 子 群 . 在 早先 定理 2 中 ,我 们 已 经 证 明 
过 的 ,关于 模 的 性 质 可 以 用 群 论 的 术语 表述 于 下 :每 一 个 无 限 循环 
群 的 子 群 仍 为 一 个 循环 群 . 

被 -个 固定 数 下 整除 的 数 模 构成 人 @ 的 一 个 子 群 .Ui 的 指 
标 为 相差 一 个 4 中 数 的 不 同 整 数 的 个 数 , 即 它 们 之 差 非 吉之 倍 
数 .所 以 也 的 指标 等 于 不 同 余 modk 的 整数 个 数 , 即 = (假定 
>0). 此 处 我 们 称 所 谓 群 论 中 的 陪 集 为 一 个 数 系 它 由 一 个 固定 数 
a 与 1 所 有 元 素 的 合成 , 即 a 加 上 的 所 有 倍数 .因此 简单 地 ， 


障 集 就 是 不 同 的 剩余 类 modg. 陪 集 的 复合 导致 了 商 群 中 ,在 此 就 
是 剩余 类 modk 的 复合 ,也 就 是 剩余 类 的 加 法 ， 

因此 以 加 法 为 复合 ,& 个 镜 余 类 modk 构成 一 个 与 让 同 构 的 
阿 贝尔 群 
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在 所 有 这 种 情况 ,我 们 都 在 处 理 非 常 简单 的 循环 群 , 另 一 种 复 
合 即 乘法 的 研究 则 将 更 为 重要 并 且 更 为 困难 了 ， 

我 们 首先 证 明 在 乘法 复合 之 下 , 正 整数 不 构成 一 个 群 . 这 是 由 
于 群 的 公理 人 一 (ii 成 立 但 (ivr) 不 成 立 : 对 于 整数 对 a ,已 ,并 不 总 
是 存在 整数 x 满足 az = 但 若 我 们 将 分 数 亦 加 上 , 则 可 知 : 在 来 
法 复合 下 , 正 有 理 数 构成 一 个 无 限 阿 册 尔 群 ,而 且 实 际 上 为 一 个 无 
挠 群 叶 . 单位 元 素 为 1. 显然 由 整数 的 素数 惟一 因子 分 解 定 理 
导出 ， 

正 素数 构成 群 的 一 个 无 限 基 ， 

最 简单 的 子 群 可 以 这 样 来 获得 , 即 仅 由 某 些 素 数 ( 有 限 或 无 穷 
多 ) 所 表示 的 有 理 数 .再 加 工 负 有 理 数 (0 除外 ) ,我 们 得 到 一 个 扩 
充 群 ,其 中 包 合 一 个 有 限 阶 元 素 , 即 一 1. 

我 们 现在 希望 用 一 种 乘法 来 复合 剩余 类 modk. 闪 4 与 BB 为 
两 个 剩余 类 modn 及 aj 三 az(modn) 与 如 三 56s(modn) 为 A 与 B 
的 两 个 代表 , 则 a181 三 a262{modn); 这 是 al’p) 所 属 的 剩余 类 ， 
它 由 类 4 ,日 决定 旦 独立 于 代表 元 素 的 选取 .我 们 记 用 这 一 方法 
由 到 与 B 定 闵 的 类 为 A:'B 或 简单 地 记 为 AB. 显 然 有 AB= BA 
及 六 (BC)= CAB}C .但 剩余 类 modn 并 不 构成 一 个 群 .这 是 由 于 
R0A = RoB 对 于 每 一 对 A,B 均 成 立 ,其 中 Ro 表示 零 上 所 赂 的 类 ; 
因此 公理 (ii) 不 满足 . 

但 若 A 与 B 为 与 n 互 素 的 剩余 类 ymodn, 则 AB 亦 与 2 互 素 ， 
月 由 ab 圭 sb{modn) 及 bb 与 n 互 素 可 得 g 尘 a (modn) -所 以 我 们 
证 上 明了: 

定理 41 “完全 剩余 类 modn 系 关 于 飞 法 复合 不 构成 一 个 群 ， 
但 在 乘法 复合 下 与 x 互 素 的 g(z) 个 剩余 类 构成 一 个 阿 贝尔 群 . 
命 这 一 群 简单 地 称 为 “剩余 类 modn 群 * 并 将 它 记 为 跟 (a .单位 
元 素 为 包含 上 的 剩余 类 ， 

由 这 一 事实 ,我 们 立即 推出 作为 群 论 定理 21 的 推论 的 费 马 定 
理 ; 若 (a ,nn)=1, 则 

Ar = 下 或 a?t 二 1(modn). 
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我 们 提出 这 样 的 问题 , 即 给 出 这 个 有 限 阿 员 尔 群 的 结构 . 


9 13. 与 互 素 的 剩余 类 modn 的 
群 站 (nn) 之 结构 


. 首先 我 们 由 下 面 方法 将 只 (x ) 的 研究 妇 结 为 ” 为 素数 项 的 
情况 ; 
定理 和 ”很 定 (n,n2)=1,xn= nn2; 则 
Rn) = RL)N( A). 
欲 证 定理 ,对 于 R(x ) 的 每 一 个 元 素 4 ,我 从 指出 一 个 数 对 
我 (nn1) 的 元 素 C 及 只 (n2) 的 元 素 C2 如 下 ; 若 a 为 A 中 一 个 数 . 
则 按 条 件 
| 二 a{modn1), cz2 almodns) (20) 
任意 选取 两 个 数 ci ,ca, cimodn 的 剩余 类 Cl 与 camodns 的 剩余 
类 C; 均 由 A 惟一 确定 .我 们 置 l 
.A = (Ci,C2), 
此 处 C; 属于 只 (za ) 上 及 Cy 属于 名 (nz). 反 之 ,车 cl 及 ca 为 分 别 
与 | 与 ma 互 素 的 整数 , 则 由 于 (ai,n2z)=1, 所 以 由 定理 15 可 知 
存在 惟一 的 一 个 amodn = n1:n2 满足 (20) .进而 言 之 ,由 
A= (CC,C), A = (C1:C2) 
显然 可 以 推出 
AA” = (CC1, CC2)., 
因此 群 只 (nn ) 被 表示 为 群 益 (#1) 与 只 (nrn2) 的 习 积 . 
不 断 将 定理 应 用 于 相 异 素数 pi ,2,… ,ps 的 医 乘 积 , 则 得 
Rp pa pe) = RCP RC P22) RC pe ). 
因此 六 (Gn) 的 研究 归结 为 n 为 一 个 素数 备 的 情况 . 
定理 43 ”车 户 为 一 个 素数 , 则 剩余 类 modp 群 咬 ( 户 ) 是 一 个 
阶 为 p 一 1 的 循环 群 . 
由 定理 28 可 知 我 们 只 要 证 明 下 面 命题 即 可 : 当 4 为 整除 p 一 1 


$13. 与 ， 互 泰 的 剩余 类 mody 的 群 入 (nn) 之 结构 .47 ， 


的 一 个 素数 , 则 满足 43 = 1 的 类 A 的 个 数 等 于 g. (由 定理 22 与 
27, 它 至 少 为 9g). 这 些 类 A 的 个 数 饭 同 于 互 不 同 余 系 modp 月 通 
合 af 二 1(modp) 的 整数 a 的 数目 期 x7 一 1 三 0(modp) 的 不 同根 的 
个 数 ,由 于 模 为 素数 ,所 以 由 定理 12 可 知 这 个 数 最 多 等 于 次 数 gq. 
因此 存在 一 个 生成 类 modp .这 一 类 中 的 每 个 数 g 就 称 为 一 
个 原 根 modp. 所 以 车 所 有 gg, 外 ;一 ,2 ! 耳 不 同 余 modp, 则 
g 就 是 一 个 原 根 modp. 当 (a, 户 一 1)= 1 时 g* 仍 为 原 根 ,而 县 只 
有 这 些 原 根 , 即 共有 gtp 一) 个 原 根 modp. 
定理 44 若 也 是 一 个 奇 素 数 , 则 模 每 一 个 p" 的 剩余 类 和 群 都 
是 狂 环 群 . 
这 一 群 的 阶 为 = gp(p = “(pp 一 1). 在 此 我 们 可 以 取 a 
实 2. 整除 的 素数 为 p 与 p -1 的 系 因 子 8. 丰 。 为 加 (加 ) 中 属于 
的 基数 , 则 pr 为 
Ga = 1(modp”) 1 (21) 
互 不 同 余 modpr 的 解 的 个 数 . 由 费 马 定理 可 知 这 种 a 必 是 二 
1(modp). 我 们 假定 4a 关 1 及 a =1+ wp”, 此 处 p” 为 整除 a 一 1 的 
最 高 p 次 星 ; 则 
m1, (uu,p}= 1. (22) 
由 (21) 式 可 知 
(1 + up™)? = 1(modp’), (23) 
我 们 由 二 项 式 定理 来 展开 上 面 的 p 次 窜 , 并 注意 到 对 于 一 个 素数 
;所 有 二 项 式 系 数 
[= ppp pt = 1,2,. ,po—1) 
都 可 以 被 户 整除 .这 是 由 于 分 子 可 以 被 p 整除 ,而 分 母 不 能 被 p 
整除 .我 们 现在 期 望 证 明 (23) 式 中 的 mm 适合 六 之 一 1 奉天 鹤 
a 一 2, 则 由 (23) 趟 可 知 
(1 + up”)? = 1(modp™'*), 
p 


Qtup" y=1+ |( 


Jup” 十 … 十 人 jw 1 pmtp-l) HP 


(24) 
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由 于 六 2 及 和 位 1 , 则 从 第 三 项 开始 每 项 都 可 以 被 加 整除 , 即 
(E+ at) 二 Upm+tCmodzbmt2)， 
故 由 (24) 可 知 
up™!! 二 0(modp™*2), 
即 
4 S00(modp). 

这 与 (622) 式 相 了 矛盾 .所 以 在 (23) 式 中 ,=1+ 2 ,其 中 隆之 一 
i. 但 在 这 些 数 中 最 多 只 有 p 个 互 异 的 modp". 

因此 ,对 于 属于 p 的 基数 所 1, 从 而 = 1, 最 简单 的 方法 证 明 属 
于 素数 g 的 基数 亦 = 1 如 下 ,由 定理 23 与 24 可 知 剩 余 类 群 
modp” 的 元 素 可 以 表 为 


访 ，B， 


此 处 经 过 适合 Bt-1=1 的 亡 -1 个 类 而 A 经 过 适合 AP =1 
的 六 个 类 ,所 以 我 们 仅 需 验证 诸 B 所 构成 的 子 群 为 循环 群 邵 
可 .车 a 为 一 个 原 根 modp , 则 由 a 王 oz2 王 oz 一 … 一 oj =. 所 
所 5 也 是 一 个 原 根 modp , 即 858,5*,… ,5 1! 互 异 modp. 因 此 类 B 
的 群 可 以 表 为 类 5 的 芒 . 因此 群 为 循环 的 ,定理 44 得 证 . 

素数 2 的 例外 情形 由 下 定理 来 处 理 . 

定理 4 生 ” 群 办 (2) 与 器 (4) 是 循环 群 , 填 e 六 3, 则 阶 为 中 = 
gp(2°) =2*-1 的 群 各 (2*) 正 好 有 两 个 基 类 .一 个 有 阶 2, 另 一 个 有 
阶 人 =2? 

对 于 模 2 与 4, 定 理 显然 成 立 . 所 以 假定 e 闻 3 ,剩余 类 mod 2 
的 群 有 阶 产 = pf2)=2" 1.7z2=1(mod2s) 的 瑟 不 同 余 的 解数 为 
22, 即 e=2. 这 和 是 由 于 >x 必须 是 奇数 =1f+2p, 所 以 

0 7 -1 +2 -1 寺 4v{v + 1) (mod2’) 
vv +1)=0(mod2 一 )， 

显然 其 中 仅 有 一 个 因子 是 偶数 及 它 必须 被 2%* “整除 , 即 


Jy 二 22mw 或 v=-1+2" ?rw, 
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T=1+2 lz 或 zz 二 -1+2 lrw, 

其 中 ww 为 整数 .每 一 个 这 样 的 x 都 是 x 二 1(mod2*) 的 一 个 解 ,这 
种 数 正 好 有 四 个 互 不 同 余 mod2° , 即 相 当 于 ww =0 与 1. 

在 这 个 阶 为 二 2" "1 的 群 中 存在 两 个 基 类 ,每 一 类 的 阶 最 多 
为 也 .车 有 一 个 阶 为 4 的 类 存在 , 则 这 一 类 就 是 阶 数 人 的 基 类 ; 另 
一 类 的 阶 则 必 为 2. 我 们 来 证 明 由 5 表示 的 类 有 阶 各 = 
2*->{mod2"). 欲 证 这 点 ,我 们 来 证 明 

5 关 1(mod2°), 此 处 a 之 3 及 hk 按 a -2， 
但 
5 一 10mod2s》 
显然 这 一 命题 等 价 于 
$7 = 1+ ?ou ,此 处 为 一 个 奇数 {e 六 3) 
事实 上 ,由 于 25=1+8*3, 所 以 上 面 的 方程 对 于 a=3 成 立 . 若 它 
一 般 地 对 于 a 成 立 , 则 将 这 一 表达 式 平方 即 得 
5 - (1 + 2et 和 二 二 十 22712 + Dom? 
= 1+2°tiy(1 + 2 lx). 

所 以 命题 对 于 a + 1 亦 成 立 ， 

我 们 观察 到 对 于 复 台 数 模 xw,R(w) 一 般 不 是 循环 的 .着 户 为 
p(x ) 的 一 个 因子 , 则 由 定理 42 可 知 只 (xn) 属于 上 p 的 基数 el(p) 等 
于 RCp.") 中 基数 ei( 放 ) 之 和 ,此 处 关 = 抽 “gp 为 于 的 素 因 子 
分 解 .对 于 奇数 户 , 则 2 是 p(p*) 的 一 个 因子 ,从 而 e;(2)=1. 斯 
以 车 两 个 琳 素 数 除 得 尽 xn , 则 对 于 轴 (n) 的 e(2) 守 2. 从 而 群 R(n) 
不 是 答 环 有 的. 


$14. 和 次 剩 余 


普 助 于 以 前 的 定理 , 备 剩 余 的 理论 基础 即 形 如 
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Xt = a(modn) (25) 
的 二 项 问 休 式 可 解 性 ,这 可 以 容易 地 加 以 发 展 .假定 我 们 腿 于 下 面 
假设 满 忠 的 情 狐 :9 为 一 个 素数 ,nn 为 奇数 皮 一 个 素数 之 宕 , 节 
产 ,(a ,nn) 二 1. 则 解 xz 羡 与 模 jr 开 素 ,及 (25) 式 天 于 整数 的 可 解 
性 问题 就 可 以 用 群 理论 形式 来 陈述 ; 

命 已 给 剩余 类 modz 群 中 一 个 类 AA, 问 群 中 有 和 多少 元 杂 六 
满足 

上 
我 们 区 分 两 种 情况 : 

1. 素 数 g 除 不 尽 群 的 阶 疡 = go》 册 正 好 存在 一 个 所 和 需 的 
元 素 X, 答 证 这 一 命题 , 命 站 ,为 由 om + 有 = 上 决定 的 整数 . 事 
实 上 ,由 于 (g ,六 ) = 二 所 以 这 是 可 能 的 .由 于 条 =1, 所 以 由 和 = 
六 可知 

= Xm = (XI)™ = A”, 
而 这 个 元 素 的 确 满 足 X* = A. 

2.9 除 得 尽 上 = wt pr), 由 定理 44 可 知 存在 一 个 元 素 C( 其 阶 

为 &), 它 的 帘 得 出 群 的 所 有 元 素 , 我 们 置 
= 人 人， 和 = 人， 

此 处 & 与 x 为 整数 ,它们 完全 被 确定 modh ,由 定理 20 可 知 由 
X=A, C= 


可 知 | 

zy = a (modh ), 
且 其 道 亦 真 . 由 于 gq |, 所 以 仅 当 
glia’ 


时 ,这 个 同 余 式 才 有 整数 解 x ,而 及 正好 有 g 个 互 异 的 解 modh. 
换言之 ,方程 ?= A 或 者 无 解 ,或 者 有 az 个 瑟 异 的 解 .由 于 CC 为 
一 个 原 根 剩余 类 ,所 以 条 件 gja 等 价 于 
4 = (人 = (0 =1. 
回 到 剩余 类 的 数 , 我 们 证 明了 
定理 45” 同 余 式 


314. 每 剩余 ，5l， 


.9 = a (modp’ ),， 
此 处 p,q 为 素数 , 户 尖 2,(a ,Pp) = 二 1, 当 gqg 队 不 态 ptp?) 时 ,正好 只 
有 一 个 整数 解 x. 当 g 能 整除 gtp*) 及 


a = 1(modpr) (26) 
f ,方程 正好 有 gq 个 解 . 
如 果 措 数 与 神态 过 , 即 g 关 pp, 刚 条件 (26) 式 还 可 以 有 更 简单 
的 表示 .因为 g 为 一 个 素数 ,但 9 天 六 ,所 以 央 glpt 产 ) 可 知 


, 一 | 
qlp—1, a = 让 一 为 整数 ， 


政 (261) 式 为 
of = 1(modp"), (26a) 
所 以 特别 由 费 马 定理 可 知 
da = 1(modp). (27) 


这 -- 同 余 式 , 它 以 zs 皇 cfmodp) 的 可 解 性 为 一 个 推论 ,而 且 反 之 
亦 以 (26) 式 作为 一 个 推论 .特别 对 十 每 一 个 素数 户 ,由 

三 n(modp') ,mm 二 n+ x (x 为 整数 ) 
可 以 推出 


m? = (n+ rp ) f= n+ 上 + (modp""!), 


m? = nt (modp'*!). 


正如 我 们 在 前 面 已 经 用 过 的 ( 见 $13), 这 是 由 于 当 训 =1,2,…， 
p~1 时 ， 此] 本 以 被 整除 .因此 由 (27) 式 即 准 出 (26a) 式 . 


若 v12 一 1, 则 不 依赖 于 指数 a 的 (27) 式 亦 是 z 二 a(modzz) 
可 解 性 的 一 个 条 件 . 故 得 

定理 46a 芳 y 为 p -1 的 -… 个 素 因 子 ,p 为 -- 个 奇 素数 及 
(4, 记 ) =1, 则 同 余 式 式 二 a (modp”) 是 可 解 的 当 且 仅 当 它 modp 
可 解 .这 个 可 解 的 充 要 条 件 为 


Llp-1) 
a 9 1(modp), 
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且 芷 有 c 个 互 异 的 解 modp". 

由 于 定理 453, 所 以 对 于 模 2° 沉 作 特殊 的 处 理 ， 

定理 47 ”对 于 痛 数 9g 与 a , 同 余 式 x? 寺 a (mod 2*) 总 是 正好 
有 一 个 解 ,对 于 g=2 及 奇数 4a, 当 xz 六 3 时 ,六 三 afmod 2") 可 解 
当 上 且 仅 当 它 mod8 可 解 , 即 车 a 圭 1(mod8), 则 在 这 种 情况 下 , 互 不 
同 余 的 解数 为 4, 当 a 三 1(mod4) ,x 三 a (mod4) 有 两 解 ,否则 对 于 
奇数 &, 它 无 解 ,及 zr’ 三 a (mod2) 总 有 一 个 解 . 

第 -一 部 分 (gq 为 奇数 ). 由 前 面 说 的 情形 1 立即 推出 .由 定理 
45 可知 mod2* (a 之 3) 的 类 可 以 被 表示 为 形式 日 DB ,此 处 
B=B, =1, 所 以 由 前 面 的 情形 2 可 见 只 有 这 样 的 剩余 类 4 = 
B11B; ,此 处 a 二 0,a2 为 偶数 才 可 以 表示 为 XX ,所 以 适合 X = 
B,“ 的 类 的 个 数 与 适合 X? = 1 的 类 的 个 数 相同 , 即 4. 对 于 x 
a (mod2") ,此 处 a 宇 3,a 三 1{mod8) 的 可 解 性 条 件 的 简单 撒 式 如 
下 ; 

若 x 三 a (mod2") (ag 实 3) 可 解 ( 命 = zo 为 一 个 解 ), 则 这 个 
间 余 式 mod2**! 亦 可 解 .事实 二, 命 整 数 x 由 

(xo + 2° liz) —a= x ait2rpz + 2 =0(mod2""!) 
决定 .由 于 
ro-2=a+(a-2) 室 e+1, 
新 以 导致 同 余 式 
了 
eT + xoz = 0(mod?2} 

的 可 解 性 .因此 若 x* 三 a (mod8) 可 解 , 则 间 余 式 mod2” 亦 可 解 . 验 
证 多 种 情况 可 知 ,只有 当 a 寺 1(mod8) 时 , 同 余 式 才 可 解 . 

因此 我 们 立即 得 到 , 当 = 为 复合 数 时 ， 

x lmodn) (28) 

解 的 全 散 .假定 (a ,2)=1, 欲 证 这 一 同 余 式 modn 可 解 , 则 必须 它 
模 ”的 每 一 个 素数 寡 因 子 亦 可 解 . 若 n= phpy… pr, 此 外语 pp， 
为 互 异 素数 及 Ni， 为 
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好 = a (modp’') 
的 互 异 解 个 数 modp”%, 则 (28) 式 的 互 导 解数 为 

N = NNN.. 
欲 证 这 一 点 ,假定 > 个 数 z1,…,z, 为 2 二 a {modp*) 的 解 ,然后 由 

r=z(modpr) (i= 1,2,.,r) 
决定 x , 则 
XE 2 = almodpi), 

所 以 

1 cmodz) 
由 z;;,z 裤 惟 一 桨 是 moda . 两 个 数 系 z, 与 #; 迫 定 同一 个 z+ 当 且 
仅 当 z; 志 zi (modp?) ,i 二 1,2,,r7. 男 一 方面 ,(28) 式 的 每 一 个 解 
x 亦 是 r 个 单个 同 余 式 的 解 系 , 即 z; = xz. 所 以 NiN2…N, 正好 是 
(28)} 式 的 解数 modn . 


S$ 15. 数 modn 的 剩余 特征 


我 们 最 后 希望 将 与 数 amodn 与 810 发展 的 阿 贝 尔 群 特征 联 
系 起 来 作为 这 些 研究 的 结束 . 

群 办 (xn ) 的 元 素 为 与 a 互 素 的 不 同 剩余 类 moda ,所 以 作为 一 
个 阿 贝 尔 群 ,可 以 对 它 的 元 素 指定 一 个 及 = Pp(a) 个 特征 的 系 . 命 
a 为 这 样 剩余 类 A 中 的 一 个 元 素 , 则 对 应 于 每 一 个 特征 X(A), 对 
于 每 一 个 与 蒜 互 素 的 整数 a ,我 们 定义 一 个 数论 项 数 

Xa) = XA), 

它 有 下 将 的 性 质 : 

(1) XCa)=X(b),3 a=b(modn). 

{2) xX (aIXt6) = Xab). 

{3) 对 于 所 有 与 # 互 过 的 a, 有 Xtaj 六 0， 

我 们 让 剩 下 的 整数 有 值 

{4) X(a)=0, 其 中 (a,n) 之 1 
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os 


来 完成 这 个 定义 ,条 件 (1) 一 (3) 对 这 个 扩充 系 俏 成 立 , 即 a 允许 
经 过 所 有 整数 . 
每 一 个 适合 性 质 t1) 一 (4) 的 图 数 X0a) 缘 称 为 amodn 的 剩 
余 特 征 ,正好 共有 产 = gtn) 个 相 异 的 剩余 特征 及 由 定理 31 可 知 
Sy) - 人 当 X 为 非 主 特征 ， 
tm gp(n)， 当 X 为 主 特征 . 
在 此 我 们 仍 称 对 于 所 有 与 n 互 素 的 a 均等 于 1 的 特征 为 主 特征 ， 
在 >, 下 面 写 上 kmodn 表示 指标 & 过 一 个 完全 剩余 系 modn , 类 
似 地 ,我 们 有 
当 上 & 关 1(modn), 
XR) = > pn}, 当 k 1(modn). 
借助 于 剩余 特征 modn ,我 们 现在 希望 给 出 在 上 一 节 中 吉 以 
发 展 的 同 余 式 


(29) 


(30) 


19 = a{modn) 
可 解 性 条 忻 男 一 个 表述 ,在 此 我 们 将 作出 假定 : 
(gd = 1,9 为 素数 ,及 (a,n) = 二 1. . 
因此 a 所 在 的 剩余 类 A 在 群 R(n) 中 应 该 是 一 个 g 次 蜂 . 所 


有 类 的 4 次 吞 构 成 办 (n) 的 一 个 于 群 U. 由 定理 29 可 知 商 群 I 


的 阶 = ,此 处 e = e(g) 是 只 (0) 中 属于 4 的 基数 及 e 亦 是 证 “的 


其 元 素 个 数 .从 而 由 定理 33 可 知 关 于 名 (nn) 正好 有 e 个 特征 及 因 
此 正好 e 个 剩余 特征 modzr 
Xila), 2 

使 e 个 方程 Xfa)=1(i=1,…,e) 为 a 所 在 的 类 及 为 一 个 g 次 
短 的 充 机 条 件 , 这 。 个 特征 在 下 面 意义 下 是 独立 的 , 即 总 是 存在 数 
a 使 个 特征 为 任意 给 予 的 g 次 单位 根 . 

到 此 我 们 仅 用 到 路 (z ) 为 一 个 有 限 阿 贝尔 群 ; 仅 当 我 们 试图 
将 e 表 为 g 与 a 函数 的 时 候 ,其 精妙 结构 才 直 作用. 现在 知 是 
一 个 素数 血 p" , 则 当 9 除 不 尽 g{p*) 时 ,etq) =0, 和 否则 由 于 路 ( 戎 ) 
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为 循环 群 , 所 以 etg})=1. 但 车 ”为 奇 复 合 数 半 = 的 p39… pr, 则 
由 定理 42 可 知 ,对 于 只 (7 ef) 等 于 了 go 可 的 疡 的 个 数 . 
每 一 个 对 于 所 有 9 次 震 a 均 取 值 1 的 剩余 特征 X(a) 称 为 一 
个 amodz 的 9 次 宕 特征 .由 定理 33 可 知 每 一 个 g 次 医 特 征 均 可 
以 表 为 基 特 征 Xi 的 医 乘 积 . 
我 们 在 下 售 惟 一 关注 的 是 g = 2 这 一 最 简单 的 情况 ,此 处 我 
们 关注 那 种 可 以 表 为 平方 的 类 ,其 对 应 的 车 特征 就 称 为 二 次 特征 . 


S$ 16. 二 次 剩余 特征 modn 


假定 整数 a 与 互 素 , 若 同 余 式 
2 = a(modn) 
关于 x 可 解 , 则 a 称 为 一 个 二 次 剩余 modn 或 简单 地 称 为 剩余 
modn .和 否则 a 就 称 为 一 个 非 剩 余 modn, 由 前 一 节 可 知 可 解 性 的 
条 性 为 对 于 a ,e(2) 个 剩余 特征 modn 均 取 值 1. 由 于 每 一 个 特征 
X(a) 都 是 二 次 单位 根 , 所 以 它 仅 取 值 寺 1. 
首先 车 n = p 为 一 个 奇 素数 , 则 由 于 群 光 ( 思 ) 为 循环 的 及 2 能 
整除 一 1, 所 以 (2)=1. 因 此 在 p 一 1 个 特征 modr 中 正好 只 有 
一 个 , 记 为 XCa), 是 单位 平方 根 ,但 它 不 是 总 等 于 1 及 XX(a)=1 
就 是 a 为 一 个 二 次 剩余 modp 的 条 件 . 我们 置 
X{a) = (全 上 
由 其 定义 可 知 ,这 一 特征 对 于 每 -- 个 五 除 不 尽 的 a , 均 取 值 土 1. 所 
以 我 们 有 
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一 


此 处 a ,a ,5 均 不 被 整除 . 记号 (全 } 仅 由 这 些 性 质 来 定义 的 .对 
十 每 一 个 与 pp 二 素 的 整数 a ,由 (12) 可 知 它 是 一 个 剩余 特征 
modp ,由 (3) 吕 知 这 一 特征 仅 取 什 土 1, 而 由 (4) 可 知 它 不 能 总 等 于 
+ 1, 因 此 多 (p) 中 所 有 平方 所 属 的 诸 简 余 类 A 使 特征 取 值 1 者 构 
成 一 个 子 群 ,其 指标 所 2 但 >1, 所 以 正好 =2. 从 而 对 于 二 次 剩余 


amodp 有 [| =1, 而 对 于 非 剩余 amodp 有 值 (和 = _1. 


我 们 注意 到 由 于 
ap ll -1=0(modp), 


(a +1) (a -1)= 0(modp), 
所 以 由 定理 46a 可 知 | 人 } 应 定义 为 两 个 数 二 1 之 一 ,对 于 它 有 
(全 )= a (modp). (31) 
勒 让 德 就 是 这 样 将 剩余 记号 (和 引入 数 论 的 . 
互 不 同 余 的 二 次 剩余 modp 的 个 数 为 # = ,所 以 非 剩余 的 个 


数 =p 一 1 二 = 也 二 .因此 剩余 与 非 剩余 modp 的 个 数 是 一 
样 多 的 . 

出 定理 46a 可 知 , [和] = + 1 同时 也 是 a 为 二 次 剩余 mody 
的 条 件 . 剩余 modp” 的 个 数 亦 等 于 非 剩 余 modp* 的 个 数 , 即 
2 pa>1). 

对 于 一 个 复合 数 ,从 现在 开始 假定 2 = p71p 闻 … pr 为 奇数 ， 
则 & 为 剩余 modn 的 条 件 由 某 e(2) 个 特征 modn 的 e(2) 个 方程 
给 出 .二 次 镜 余 modn 的 个 数 为 2524 ,因此 对 于 “> 1, 它 不 等 于 


非 剩余 个 数 . 由 814 末 所 示 ,a 为 一 个 剩余 的 条 件 为 a 是 剩余 模 
每 一 个 za 的 案 因 子 p;, 即 + 个 方程 
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成 并 .众所周知 ,对 于 模 2*(c 关 3) , 群 只 (2") 不 是 循 坏 的 , 它 有 两 
个 基 元 素 . 故 a 是 否 二 次 剩余 med2* 的 决定 不 能 用 一 个 剩余 特征 
mod2° 来 陈述 .关于 这 点 我 们 还 需要 两 点 信息 ,所 以 今后 我 们 不 作 
mod2* 的 秋 余 记号 的 引信 人 ,而 -~ 直到 $46, 我 们 再 回 到 这 个 问题 ， 


另 一 方面 ,对 于 奇数 ”, 我 们 定义 记号 [全 .全 
7 二 的 1232 8 为 奇数 . 


的 -人 全 六 全 
在 此 需 右 端的 元 素 有 意义 , 即 必须 (a ,n)=1. 最 后 命 
(#)= 0， 此 处 (ce ,za > 1. 
对 于 这 个 扩充 的 记号 ,由 定义 ,我 们 有 
(#)-= (®), 此 处 a 圭 a {modn)， 
le) 
其 中 ae ,上 为 任意 整数 ,不 论 它 们 与 n 互 素 与 否 .因此 这 一 记号 
亦 是 一 个 剩余 特征 medz , 我 们 再 提 柄 一 次 ,对 于 复合 数 ”由 


[和 ] 之 值 并 不 能 得 出 a 是 否 二 次 剩余 modn 的 结论 .车 a 是 番 


我 们 置 


余 , 则 ( 生 ]=1, 但 其 省 不 成 立 

勒 让 德 及 他 以 前 ,对 一 些 特例 , 欧 拉 已 对 这 个 剩余 记号 作出 了 
下 面 售 人 的 发 现 , 它 对 所 有 数论 都 有 很 多 推论 及 作为 二 次 互 反 律 
(或 互 逆 律 ), 现 今 可 以 写成 如 下 形式 ， 

对 于 正 奇 数 a , 
[= (CD 人 (DC 


EL 
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除 此 而 外 ,下 而 所 谓 完备 化 定理 成 立 : 
[二 )= (- D5 ,其 中 ， 为 奇数 是 > 0， 


[2 ] = (- D 避 ,其 中 为 奇数 


1 

自从 勒 让 德 发 表 了 一 个 尝试 性 证 明 , 它 的 中 心 环节 的 确 是 不 完整 
的 ,高 斯 (1796) 在 他 19 岁 时 ,成 功 地 给 出 了 第 一 个 证 明 , 于 1801 
发 表 在 他 的 经 典 著作 4 数论 研究 》 中 .此 后 关于 互 反 律 有 谋 多 不 同 
的 证 明 ; 巴 赫 曼 的 书 的 索引 中 包含 了 45 行 :高 斯 本 人 就 给 出 了 人 
个 证 明 . 

近代 数论 始 于 互 反 律 的 发 现 ,从 其 形式 看 , 它 仍 属于 有 理 数 
论 ; 它 完全 可 以 表述 为 有 理 数 之 间 的 关系 ;但 它 的 内 泣 则 远 远 超出 
有 理 数 范围 .高 斯 本 人 就 已 认识 到 了 这 一 点 .他 首先 企图 将 这 些 算 
术 概 念 引 人 复 整数 a+z5vw 一 1 之 中 ,此 处 a ,5 为 整数 ,及 成 功 地 
发 现 并 证 明了 关于 四 次 朝 剩余 的 -- 条 类 似 定律 { 很 可 能 是 这 个 复 
数理 论 的 成 功 导 致 他 引 人 复 数 .在 那 时 ,复数 是 受到 疑惑 的 ,而 且 
只 是 在 分 析 的 剩余 部 分 偶然 使 用 时 , 才 得 到 与 实数 相同 的 地 位 ). 
他 认识 到 勒 让 德 互 反 律 是 一 个 更 广泛 与 包含 更 多 的 定律 的 特例 . 
正和 由 于 这 一 原因 ,他 和 许多 数学 家 一 次 又 一 次 地 寻求 新 证 明 ,其 着 
眼 点 正厅 于 将 这 一 定律 引 估 其 他 数 域 ,从 而 接近 一 个 更 一 般 的 定 
人 律 .最 后 决定 性 的 一 步 是 库 默 通过 引进 素 理 想 因子 来 做 出 的 ,然后 
戴 德 金 建立 了 代数 数 域 一 般 理论 的 基础 ,从 而 q 次 圭 剩 余 最 一 般 
的 互 反 律 得 以 形成 与 证 明 ,此 处 gq 是 一 个 素数 则 是 最 后 由 和 希 泵 们 
特 与 他 的 学 生 窜 尔 特 万 革 勒 尔 来 完成 的 . 

代数 数理 论 的 发 展现 在 已 真正 地 显示 了 二 次 互 友 律 的 肉 容 只 
有 当 它 进 人 人 一般 代数 数 才 变 成 可 以 理解 的 及 用 这 些 较 高 等 的 方法 
才能 得 到 符合 问题 实质 的 证 明 , 但 必须 说 诸 初 等 证 明 仍 带 有 补充 
验证 的 特性 . 

为 此 原因 ,我 们 在 些 略 去 一 个 初等 证 明 ,而 将 有 理 数 论 的 一 些 
概念 ,特别 是 整数 的 概念 , 引 人 其 他 数 域 之 中 ,此 处 仍 可 得 有 理 整 
数 间 的 一 些 新 关系 ,例如 , 互 反 律 本 身 就 将 作为 一 个 从 属 结果 . 
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$ 17. 数 域 , 数 域 上 的 多 项 式 及 不 可 约 性 


定义 ”者 一 个 复数 系 包 含 多 于 一 个 数 并 且 oa 与 8 属于 这 个 数 
系 , 则 zx+p,a 一 8,ap, 与 jp, 其 中 B 关 0, 亦 然 , 则 这 一 数 系 称 为 
一 个 数 域 (或 简单 地 称 为 域 ). 

这 表示 上 所 有 的 有 理 运 算 都 可 以 在 数 系 中 无 限制 地 实行 . 克 罗 
内 殉 用 术语 有 理 域 来 代替 域 . 数 系 包含 多 于 一 个 元 素 这 一 附加 条 
件 仅 仅 在 于 排除 只 含有 一 个 零 元 素 的 数 系 . 这 一 数 系 仍 满足 定义 
中 的 其 他 条 件 . 

域 的 概念 与 群 的 概念 是 相关 的 .由 定义 可 知 域 的 数 在 加 法 复 
合 之 于 构成 一 个 无 限 阿 贝尔 群 .进而 言 之 , 除 0 之 外 , 域 的 元 窒 在 
乘法 复合 之 下 亦 构成 一 个 阿 贝尔 群 ， 

数 域 的 例子 有 ， 

所 有 有 理 数 系 . 

所 有 实数 系 . 

所 有 复数 系 . 

所 有 形 如 RCw) 的 数 系 ,此 处 R(x) 过 所 有 有 理 系 数 的 有 理 
盟 数 ,其 中 w 为 一 个 国定 的 数 . 

由 于 a Aa = 了 ,所 以 每 一 个 域 都 含有 1, 从 而 也 有 1+t=2,1 一 
1=0 等 等 .因此 , 它 包 含 所 有 整数 及 所 有 这 些 整数 构成 的 分 数 , 即 
全 体 有 理 数 ,我们 将 它 记 为 有 (1 并 称 之 为 有 理性 绝对 域 ,这 一 域 
包含 于 每 一 个 数 域 之 中 . 

在 这 一 章 中 ,我 们 将 关注 于 数 域 的 代数 ,同时 ,在 域 的 某 些 数 
如 整数 的 引入 后 , 数 域 的 算术 性 质 将 在 其 余 的 章节 中 来 寻 理 . 

现在 命 为 任意 数 域 ,一 个 系数 取 自 尼 的 多 项 式 称 为 上 的 
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一 个 多 项 式 .两 个 上 多 项 式 的 商 称 为 一 个 上 的 有 理 也 数 . 吞 
F(z) 与 g(x ) 为 上 上 的 多 项 式 , 众 所 周知 , 若 g (xz) 的 次 数 至 少 为 
1 , 则 可 以 雇 定 两 个 密 项 式 g(x) 与 r(x) 使 

f(r) = GT) 十 天 他 ) (32) 
此 处 x (xz) 的 次 数 小 于 g(z) 的 次 数 , 我 们 称 x (xz) 为 F(x) 
rmodg(z) 的 剩余 .qd(z) 与 r*(z) 的 系数 完全 可 认 下 f(x)3 g(x) 
经 有 理 运算 来 求 得 ,从 而 其 系数 亦 属 于 名 , 敬 r(xz)= 人 9, 则 称 雇工 ) 
可 以 被 g(x) 整除 或 g(z) 除 得 斥 fz) ,用 记号 

8 F(tr) 
来 表示 .车 在 (32) 中 F(z) 的 次 数 mx 小于 glz) 的 次 数 , 则 gq=0 
及 r(xz)= f(x), 男 一 方面 , 若 训 实 nn, 则 q(x) 的 次 数 等 于 m 一 
n,g(zr) 非 0, 及 r(x) 的 次 数 之 nn, 所 以 如 果 两 个 多 项 式 f(xw) 与 
g(z) 中 每 一 个 都 可 被 男 一 个 整除 , 则 它们 只 相差 一 个 常数 因子 . 
任何 多 项 式 F(x) 的 平 几 因子 就 是 常数 , 即 0 次 多 项 式 与 cf lz). 
一 个 一 次 多 项 式 c(z 一 a) 除 平凡 因子 外 ,没有 其 他 因子 ,出 代数 
基本 定理 可 知 每 一 个 # 次 多 项 式 都 可 以 惟一 地 分 解 为 n 个 一 次 
国 子 : 
Flx) = c(t -ar — a) (一 Ch 

此 处 为 异 于 零 的 常数 及 ai,…,a, 为 个 相间 的 或 相 异 的 复数 . 
因此 如 果 我 们 允许 多 项 式 有 任意 系数 , 则 在 可 除 性 研究 中 0 次 多 
项 式 与 单位 土 1 具有 同等 的 作用 ,及 1 次 多 项 式 有 与 素数 同样 的 
作用 . 

如 颗 我 们 仅 限制 一 个 园 定 数 域 有 上 的 多 项 式 , 则 这 些 关系 就 
完全 不 同 了 . 若 f(z) 不 能 分 解 为 & 上 两 个 多 项 式 之 乘积 ,其 中 设 
有 一 个 为 常数 , 则 称 FUz) 为 点 土 不 可 约 的 ,或 不 可 分 解 的 ， 

从 而 ,例如 ,每 一 个 & 上 一 次 多 项 式 都 是 & 上 不 可 约 多 项 式 . 
由 于 基本 定理 并 不 给 出 f(z) 的 根 a 是 否 尾 于 ,所 以 高 次 才 项 式 
亦 可 能 在 上 吴 约 .例如 x?+1 显然 在 有 理 数 域 上 既 约 .为 此 ,我 
们 必须 避 开 多 项 式 在 上 上 既 约 的 准确 性 质问 题 . 这 不 在 此 讨论 ， 
而 仪 满足 于 它们 的 存在 性 . 
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关于 天 上 的 多 项 式 的 最 重要 的 事实 为 下 面 定 理 ; 

定理 4 六 上 任意 两 个 非 零 多 项 式 f(z) 与 fp(x), 缘 有 一 
个 惟一 决定 的 最 大 公 因 子 a(x), 即 有 一 个 首 项 系数 为 1 的 多 项 
式 qz ,使 

cf 万 (rr)， a(lz)| f(r), 
而 下 每 一 个 整除 PCz) 与 fo(x) 的 多 项 式 亦 整除 4(z). 

进而 言 之 ,dz) 可 以 表 为 形式 ; 

dx) = glx)I fr) + g(x) f(x), (33) 
此 处 g(x) 与 g2(X) 为 上 的 多项式 ,从 而 d(x ) 亦 是 有 上 的 一 
个 多 项 式 ， 

证 明 在 初等 代数 中 是 熟知 的 ,在 那里 与 出 现 的 数值 常数 并 无 
重要 联系 .为 此 ,我 们 非常 简单 地 复述 一 下 证 明 , 它 基于 有 理 数 类 
似 事 实 的 证 朋 ( 见 定理 1 与 2). 在 多 项 式 : 

Lix) = wr) f(r) + wl rw) flz) 

中 ,此 处 aifz) 与 wa(z) 经 过 上 上 所 有 包 项 式 , 我 们 考虑 这 样 -一 
个 多 项 式 ,其 首 项 系数 为 1] 及 其 次 数 尽 可 能 地 小 . 命 4(z) 为 这 样 
一 个 雪 项 式 并 假定 (33) 式 成 立 .者 dz) 的 次 数 为 0,. 则 它 等 于 1， 
于 是 它 能 整除 f(z) 与 户 (z), 即 使 它 有 较 高 次数 , 它 亦 能 整除 
{XxX), 这 是 由 于 (x ymoda (x) 的 剩余 rfz) 可 以 被 决定 ， 

万 (z) = (rd(r) t+ r(xr) 

rl(r)= f(r) ql(r)adlzr) 
r=f1—-94= fi- qlgufit g2f2) = (1 — gg fi — gg2f2. 
因此 r(xz) 仍 有 形式 L{x), 面 其 次 数 ( 作 为 一 个 剩余 modd ( 工 )) 
小 于 a{z) 的 次 数 .所 以 它 不 能 有 异 于 0 的 系数 , 即 它 是 0, 因此 
d{z) | 所 (x), 同 理 可 知 d(x) | f(x). 

由 (33) 式 可 知 {zx) 与 户 (z) 的 等 一 个 公 因 子 都 能 整除 
afz),. 若 一 个 客 项 式 ltz) 有 定理 第 一 部 分 所 述 的 性 质 , 则 
d{x)|do(z) ,同样 zo(z)| a4(zr) 成 立 . 所 以 il(z) 与 以 (zz) 只 差 
一 个 沉 数 ; 由 于 它们 的 首 项 系数 为 1, 所 以 do(x)= d(x). 
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我 们 记 ( 广 (zh 记 (z)) = qd (xz) 及 车 4 =1, 则 称 方 {z) 与 
户 (zr) 互 素 . 两 个 多 项 式 的 最 天 公 因 子 完 全 按 这 一 途径 定义 了 . 它 
不 羽 跟 一 个 确定 的 域 息 相关 ,而 且 一 般 来 说 ,一 个 多 项 式 的 不 可 
约 性 亦 跟 它 所 属 的 域 相 关 . 

由 定理 48, 我 们 立即 得 到 

定理 和 9 ” 营 多 项 式 f(x) 在 上 是 不 可 约 的 , 它 与 上 的 一 
个 多 项 式 g(x) 有 一 个 公共 的 零点 =a, 则 (x) 为 g(x) 的 一 个 
因子 ,从 而 乒 z) 的 所 有 零点 都 是 g(x ) 的 零点 . 

因为 {fj{z) ,g(x)) 至 少 可 以 被 z 一 oa 整除 ,所 以 它 不 等 于 1. 
为 一 方面 , f(z) 在 上 上 除 cf (zx) 之 外 没有 其 他 因子 .所 以 (了 f(x)， 
g(x))= cf(r)R fx)| g(r). 

特别 一 个 六 上 不 可 约 n 次 多 项 式 必 定 正 好 有 个 相 昼 根 , 否 
则 它 与 其 导数 了 (xz) 有 一 个 公 因 子 .六 (x) 亦 是 有 上 的 多 项 式 ,但 
其 次 数 为 nx 一 1 ,从 而 fz) 可 以 整除 广 (z) ,这 不 可 能 . 
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假定 数 8 是 k 上 和 多项式 P(x) 的 一 个 根 .在 上 所 有 首 项 系数 为 1 
的 六 上 争 项 式 、 并 以 8 为 其 根 者 之 中 必 有 一 个 最 低 次 数 的 . 这 个 
多 项 式 在 六 上 必 须 是 不 可 约 的 一 一 否则 8 将 是 这 一 和 多项式 的 一 - 
个 国 子 的 根 一 一 因此 由 定理 495, 这 一 多 项 式 由 日 和 下 就 完全 确 
定 了 . 

这 个 多 项 式 的 次 数 x 称 为 8 关于 下 的 次 数 或 8 的 相对 次 数 . 
这 一 多 项 式 的 nn 个 根 8,,,… ,如一 一 的 确 是 彼此 相 异 的 一 一 称 
为 6 关于 上 的 共 辐 或 8 的 相对 共 绒 .每 一 个 数 8 都 称 为 & 上 的 代 
数 数 .和 苍 = 有 (1) 为 有 理 数 域 , 则 在 记号 中 可 以 覆 去 二 ,特别 生 站 
是 有 理 系 数 多 项 式 的 一 个 根 , 则 称 为 代数 数 ， 

显然 盐 中 的 数 本 身 为 有 相对 次 数 1 的 数 .对 于 进一步 的 研 
究 ,我们 需要 代数 学 中 的 对 称 函数 定理 ,我 们 将 它 投 述 于 下 : 

命 人 1 人 ?29 袜 n 为 天 个 独立 变量 ,并 且 命 万 , 户 ……, 矿 为 它 
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们 的 n 个 初等 对 称 孙 数 , 即 > 的 多 项 式 (x 一 w(x 一 g2) (一 
az) 的 系数 . 则 ai, ,ao 的 每 一 个 对 称 多 项 式 S{ta;,…,a,) 都 可 
以 表 成 所, fo,…, 记 的 一 个 多 项 式 : 
Slay An) = GL, fa). 

GG 的 系数 可 以 完全 由 5 的 系数 经 加 法 ,减法 与 乘法 运算 来 求 得 . 

如 果 将 这 一 定理 连续 使 用 两 次 则 得 ; 着 B,，…,B 为 mm 个 附 
加 的 独立 变量 及 gi ,mw 为 它们 的 初等 对 称 函 数 ,及 若 3S(al， 
1 为 n+ x 个 变量 的 多 项 式 , 它 在 a 之 同 的 每 一 
个 置换 下 不 变 及 在 8 之 间 的 每 一 个 置换 下 亦 不 变 , 则 S 可 以 表 为 
Fis, fs 与 0 的 多项式 : 

Sai rs onsBi Bn) = Gf fry P10 pm) 

G 的 系数 可 以 完全 出 S 的 系数 经 加 法 ,减法 与 匀 法 运算 来 求 得 . 

由 此 ,我 们 首先 注意 到 : 

定理 50 若 a,8 为 :上 的 代数 数 , 则 a+ 8B,a 一 B,a8, 太 当 
8 六 0 时 a /8 都 是 代数 数 . 

若 qa1,…,as 为 a 关于 的 盯 辐 及 所 ，…,B, 为 及 关于 下 的 共 
斩 , 贴 a 的 初等 对 称 函 数 与 8 的 初等 对 称 函数 都 是 中 的 数 .乘积 


H(zx) = ll ll -(ei 二 应 )) 


是 a 处 是 有 的 一 个 对 称 菠 数 ， 则 由 刚才 说 的 基本 定理 可 知 它 是 上 
上 前 一 个 多 项 式 ,a + 8B 是 它 的 一 个 根 , 所 以 它 是 有 上 的 一 个 代数 
数 . 同 理 可 知 a 一 8 与 oF 羡 是 代数 数 . 

对 于 a/B 则 这 一 方法 就 不 起 作用 了 ,这 是 由 于 这 一 磁 积 不 是 
8 的 一 个 多 项 式 , 从 而 基本 定理 不 能 应 用 .车 B 基 0, 则 在 8 在 下 上 
的 不 可 约 方 程 : 


T+ CT 十 


二 el 人 二 en 二 遇 
中 置 z=17y, 并 乘 以 y" ,所 以 由 这 一 方法 得 到 的 y 的 多 项 式 有 
根 178, 它 是 闷 上 的 一 个 代数 数 .由 刚才 的 证 明 可 知 彝 积 a(178) 
二 a/8 亦 为 & 上 的 一 个 代数 数 ， 

定理 St 车 wm 为 系数 是 & 上 代数 数 的 多 项 式 
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p(T) = 了 7 十 or” + Br 
的 一 个 根 , 则 ww 亦 为 二 上 的 一 个 代数 数 . 
假定 a; 经 过 a 的 共 罗 , 启 经 过 8 的 共 示 ,等 等 . 旭 由 对 称 销 数 
定理 可 知 多 项 式 
F(z) = lL Cx" + gr” 1+ Pr™ + 十.) 


是 渚 共 轮 的 对 称 表示 它 的 系数 应 为 的 元 素 ; 因 F(w) =0, 所 
以 w 是 上 上 的 一 个 代数 数 ， 
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上 的 每 一 个 代数 数 显然 生成 一 个 域 , 即 系数 属于 天 的 8 
的 有 理 函 数 全 体 . 命 这 一 域 记 为 K(9; 上 &) 或 更 简单 地 记 为 K(9). 
我 们 称 它 为 由 上 添加 8 而 生成 的 .同样 ,将 天 上 的 多 个 代数 数 w， 
8,7y,，… 潍 加 至 并 , 风 得 域 K(a,B,7,… 3; 上) 其 元 素 为 系数 属于 上 
的 ,8,y,… 的 有 理 范 数 ， 

定理 S2 ”添加 多 个 & 上 和 找 数 数 至 发 上 所 得 的 域 亦 可 以 由 天 
内 加 一 个 代数 数 而 生成 . 

显然 只 要 证 明 湛 加 两 个 代数 数 时 定理 成 立即 可 . 所 以 命 
gl ,Qn 为 相对 次 数 n 的 数 wi 的 x1 个 共 d, 及 BL ，… ,BB 为 相对 
次 数 mx 的 数 P 的 mm 个 共 玫 .我 们 将 证 明 对 于 适当 选择 的 下 中 尺 
与 v, 数 way + vl = wll 是 生成 域 KK(e1, B81; ) 的 一 个 数 . 我 们 必 
须 证 明 ul 与 | 本 身 一 一 从 而 域 下 (ai FE ;到 ) 中 的 每 一 一 个 数 一 一 
可 以 表示 为 系数 属于 上 的 wl 的 有 理 聘 数 . 

为 此 由 的 ,我 们 选择 有 理 数 & 与 六 ,使 zzz 个 数 

wi = Wea; + oA = 1,2,.…,n;k = 1,2,.… ,7m) 
互 不 相同 .这 是 可 能 的 ,因为 这 一 要 求 也 就 是 此 求 对 所 有 数 对 i , 
与 ,有 除 i 一 i 与 & = 外 绚 有 
ulai— ar) + vl -AD. 

由 于 诸 a; 各 不 相同 与 诸 护 亦 然 , 所 以 w ,wv 的 线性 型 的 系数 不 能 
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同时 为 0. 因 此 我 们 选取 /v(xn 关 0,w 玫 0) 与 下 面 有 限 包 个 数 
ee i 了 与 上 关 尼 
各 不 相同 ; 则 oa 皆 各 不 相同 县 为 上 上 的 多 项 式 


H(x) = 1] Cx — (uo + wf)) = 一 了 


的 根 .我 们 现在 来 构造 一 个 z 的 有 理 函 数 , 当 二 on(E= 1.2，… 
办 ) 时 , 它 取 值 所, 回忆 拉 格 朗 日 揪 值 公式 ,我 们 考虑 表达 式 


(x) = > DB 
由 于 (wi) 一 0, 所 以 显然 


Hlz) _ H(z)- Hwa) - $, 开 一 0 ,) 
i "0 


证 一 全 诉 证 一 i nn re 


是 z 与 wx 的 一 个 系数 属于 的 多 项 式 ,因此 


Blr) = > PAE + vB ) 


是 一 个 z 的 多 项 式 ， 其 系数 为 以 的 元 素 为 系数 的 wm ,及 的 多 项 
式 表达 式 , 这 一 表达 式 关 于 gj,… ,a 与 关于 户 ，… 六 都 是 对 称 
的 ,从 而 这 些 系数 属于 大 , 即 盏 (z) 为 上 上 的 一 个 多 项 式 . 若 我 们 
置 x = ml 出 除 i 二 1 及 k=1 外 皆 有 (Coil; wx ) = 二 0Q. 这 是 因为 
由 构造 可 知 wn 与 其 余 的 wi 均 不 相同 .所 以 由 此 得 出 
i= Du) 
Gm ti 
类 位 地 ,我 们 可 以 证 明 ai 亦 可 以 由 来 ma 表示 .所 以 我 们 证 明了 
Klal,Bisk) = 政 (co113 下 外 

因此 我 们 可 以 限制 仅 对 二 添加 一 个 代数 数 的 域 即 已 足够 . 

现在 命 8 为 关于 的 一 个 ?次 代数 数 , 则 下 面 定理 关 计 
Ko) 中 的 数 成 立 ， 

定理 53 天 10) 中 的 每 一 个 数 都 可 以 惟一 地 表 为 下 面 的 
形式 : 
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4 二 en+eB+eco 人 二 Te 1 !, {34) 
此 处 co,… ,ce, .1 经 过 基 域 的 所 有 数 . 

和 欲 证 这 一 定理 ,我 们 假定 a = P08)/Q (9),Q(9) 关 0, 则 
Q(zr) 与 属于 8 的 函数 f(x) 没有 公 根 ,其 中 f(x) 在 k& 土 是 不 可 
约 的 ; 所 以 由 定理 49 可知 Q(zr) 与 f(x ) 是 互 索 的 .因此 有 《上 
的 两 个 多 项 式 R(x) 与 再 (z) 使 

1 = Q(T)IRtr) + FX)H( zr), 
及 由 于 厌 人 = 和 ,从 而 


1 = Q(0) RO), 
x 一 有 六 -= P(A)R(GO) = F(0), 


此 处 所 (x)= Pltzx)R(z) 仍 为 的 一 个 多 项 式 .最 后 , 命 g(x) 为 
FIzjmodFz) 的 剩余 , 它 是 & 上 的 一 个 次 数 系 2 一 1 多项式, 则 
F(x) = g(x)f(zx) + g(x), 
Pl) = g(68). 
所 以 a 事实 + 已 具 形 式 (34). 若 有 了 两 个 上 上 次 数 最 多 为 n 一 | 的 
多 项 式 g(x) 与 g(x), 使 得 g(8)=g1(9), 则 g(x) -gi(z) 为 上 
的 一 个 多 项 式 且 它 以 8 为 根 , 但 其 次 数 < .因此 g(x) 一 gi1(x) 
必须 恒 等 于 0, 即 g(xz) 与 gi (x) 的 系数 全 同 . 
定理 54 域 K(9) 中 的 每 一 个 数 g(9) 间 时 是 上 次 数 最 多 
为 的 一 个 代数 数 ,a = g (8) 的 相对 共 罗 为 在 数 g(8.)(i=1， 
2,…,n) 中 互 异 的 一 些 数 ,a 的 每 一 个 共 放 在 诸 g (68) 中 出 现 的 次 
数 都 是 相同 的 . 
若 外 ,6 为 关于 的 共 箔 ,我 们 构成 滋 积 : 


F(z) = [[ (x - g(0)) 


这 个 多 项 式 的 系数 为 页, 如 的 整 有 理 组 合 , 且 关 于 六 ，…, 儿 
是 对 称 的 ,及 其 系数 属于 点, 因此 F(z) 为 一 个 上 上 土 的 多 项 式 及 
上 (所) 为 上 的 代数 数 .进而 言 之 ,者 p(x) 为 一 个 多 项 式 , 尼 的 根 
中 只 有 a;==g(8) 之 一 出 现 , 则 所 有 a; 都 是 g(xz) 的 根 .事实 上 ,& 
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上 的 多 项 式 g(gCy)) 与 所 有 一 个 公共 和 根 y= 记 ,从 而 由 定理 4 
可 知 它 对 所 有 y = 及， ,由 此 为 0; 即 gz 在 工 =al an 的 
等 于 0. 

进而 言 之 , 若 此 zz) 为 天 上 上 首 项 系数 为 1 的 不 可 约 多 项 式 , 它 
以 a 为 一 个 根 , 则 (zx) 是 F(z) 的 =-- 个 因子 . 命 y(tz)? 为 风能 
整除 下 (zx ) 的 最 高 短 . 若 F(z)Ay(x)? 非常 数 , 则 它 将 有 (xz) 和 芍 
一 个 根 mw 为 其 根 ; 从 而 它 仍 可 被 p(xz) 整 除 ,这 与 g 的 假设 矛盾 . 
即 存在 某 g 使 

Flx) = wer)®, 
挽 言 之,» 个 数 
a; = g(t) (i = 1,2,.…,n) 

表示 a, 的 所 有 共 斩 ; 每 一 个 共 罗 被 它们 表示 9g 次 ,所 以 # 屁 
K (49) 中 元 素 可 能 有 的 关于 上 的 最 大 相对 次 数 , 由 此 可 知 n 是 由 
域 K(9) 单 独 确定 的 一 -个 数 , 它 独立 于 生成 元 8 的 选取 ,因此 wn 称 
为 域 K(9) 关 于 上 的 相对 次 数 . 所 以 民 18) 中 每 一 个 数 的 次 数 都 是 
域 的 次 数 的 因子 . 

记 住 这 一 定理 ,我 们 现在 将 共 轿 的 概念 居 如 下 收 改 : 

定义 戎 nn 是 KK(8) 关 于 的 相对 次 数 及 若 a 一 g(9) 是 
KK(9) 中 有 次 数 axe 的 一 个 数 , 则 x 个 数 系 a; = 二 g(t8)(i=1， 
2,… ,7 ) 称 为 a 在 域 K(5) 中 关于 的 共 郝 .这 些 就 是 a 关于 上 的 
共 斩 ,每 一 个 数 取 9 次 . 

因此 这 些 共 郝 系 作为 一 个 整体 , 它 仅 依赖 于 ec, 基 域 不 ,及 域 
K ,但 它 独立 于 生成 元 8 的 选取 ,由 于 以 后 我 们 仅 处 理 这 个 定义 的 
共 二 , 为 了 简单 起 见 ,一般 说 来 我 们 就 取消 了 “在 域 K (9) 关 于” 
这 个 语 匀 ， 

一 旦 我 们 给 予 生 成 元 0 的 共 示 一 个 确定 次 序 1,,… ,6,, 则 
K(8) 中 任意 数 a 的 共 斩 就 亦 有 一 个 固定 的 次 序 , 它 取决 于 定理 
53 惟一 确定 a 的 表示 g(0)., 然 后 算出 诸 数 g(6,) 就 是 a 的 其 斩 ， 
我 们 将 考虑 这 样 的 决定 ,然后 证 明 : 

定理 55 在 开 ( 人 的 数 ,8,y>,… 之 问 并 以 六 中 元 素 为 系数 
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的 有 理 方程 RCa,8,y,…)=0 中 ,车 将 a,8,yY,… 换 成 同样 指标 
的 共 二 数 , 则 方程 仍 成 立 . 
作为 e,B,7,… 的 一 个 有 理 函 数 , 民 恒 等 于 其 个 e ,8,7Y,… 的 
整 有 理 表达 式 王 与 愉 的 商 
Pla,B,y,) 
Rla,B, Yn) = Gta,By yy) 


若 在 R 中 将 a,8,7Y,… 用 它 的 8 多 项 式 表示 式 
a = g(0) .B= h(O,Y 二 人) 
代入 , 则 Q 变 成 8 的 一 个 多 项 式 , 它 等 十 Q(ta,P,Y,…) 及 将 8 代 
人 后 不 为 0. 因 此 用 任何 共 斩 页 ,名 代 人 亦 非 0, 但 R=0, 所 以 
分 子 的 数值 
Plg{0),h(O0),r(0),) = 0. 
因此 对 于 所 有 共 斩 入 这 个 8 的 多 项 式 亦 必须 为 0, 即 
Pla:,p,yi,*) =0 . 
Qo, BRB, YY;,") Lo) (i 和 
从 而 有 2 个 数值 使 
R(a;,B, YY;:,***) =0 (i= 1,2,.…,n). 
定理 证 完 . 
特别 对 于 K(8) 中 的 数 两 个 数 a, 8, 我们 有 


a; +t B= (ath);, ai = (apB);, 全 = (名)， 


例如 ,对 于 a=g() 及 B= 有 (9)， 
Elo) = r(0). 
此 处 g ,hr 为 次 数 志 一 1 的 多 项 式 .由 上 面 定理 可 知 寿 一 个 方 
程 对 于 数值 8 成 立 , 则 =” 个 方程 
g(ONA(O) = r(t) 
亦 成 立 , 即 
a = (aB); (i = 1,2,." ,10). 


§ 20. 生成 域 元 素 ,基本 系 ,与 KK(8) 的 子 域 ， 的， 
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定理 56 KK(9) 中 一 个 数 a 属于 基 域 当 且 仅 当 它 等 于 其 
个 共 罗 , 天 (0 中 一 个 数 a 关于 有 次 数 nn 当 且 仅 当 它 与 其 所 有 共 
量 均 相 辟 . 后 一 条 件 同 时 也 是 a 可 以 生成 域 乓 19) 的 充 要 条 件 . 

前 两 个 结论 立即 由 定理 54 及 其 定义 得 到 .进而 言 之 , 若 KK(9) 
中 的 a 生成 域 扩 (9), 即 若 KK(a) = 下 (8) 成 立 , 则 a 的 次 数 必 须 等 
和 KK(9) 的 次 数 , 即 必须 等 于 .所 以 «a 的 共 弄 必须 各 不 相同 . 若 
当 =1,2,… ,7 时 ,a 三 g( 俯 ) 箔 互 异 , 则 8 可 以 用 a 有 理 地 表示 
出 来 ,所 以 KK (90) 的 所 有 数 缘 含 于 K(e) 之 中 . 

为 了 将 6 用 a 表 出 ,如 定理 52 的 证 明 我 们 取 上 中 的 款项 式 


H(z) = I[(z-«)= 1 g(0)). 
同样 
HL) 一 人 《全 oj 
为 系数 属于 上 的 量 x ,a; 的 多 项 式 , 所 以 
olz) = D0 HE DGG(z,g(0)) 
一 * t i—1 
为 外 ,… ,9 的 一 个 对 称 表示 , 它 亦 是 永 上 的 一 个 多 项 式 , 用 之 = 
a; 代入 得 
Pla;) 
i Glai, ai) 
在 此 需 注 意 由 定义 可 知 上 式 分 母 的 确 不 等 于 0. 
迄 令 为 止 ,我 们 已 将 KK(8) 的 每 一 个 数 都 表 成 系数 属于 中 
的 1 8, 全 ,…, 久 -! 的 线性 型 .但 在 很 多 情况 下 ,我 们 需要 基 元 素 
的 选取 有 更 大 的 自由 度 . 
车 每 一 个 K(9) 的 数 a 都 可 以 表 成 


所 
:本 ， 
1 二 1 
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此 处 系数 x; 属于 下, 则 称 这 ;个 数 忆 中, 时,… wt" 为 及 (8) 的 
一 个 基本 系 . 
定理 57 ” 数 系 


ao = > ear-1(ca 属于 k) (35) 
构成 EK(0) 的 基本 系 的 充 要 条 件 为 行列 式 | cx| :0 


显然 我 们 只 要 研究 何 时 数 1,8, 总 ,…, 部 -1 可 以 用 w' 站 来 如 
下 表示 即 可 ; 


学 ”= ape (p = 1,2,… ,nj{an 属于 &). (36) 
首先 ,车 (35}) 式 中 行列 式 隆 0, 则 以 1,8, 开 ,…, 拓 "1 为 未 知 量 的 n 
个 方程 是 可 解 的 ,及 它们 可 以 表 为 w' 的 线性 组 合 ,其 系数 可 以 由 
cx 的 有 理 运 算得 到 ,从 而 属于 大， 
其 次 ,车 六 -1 由 w 刀 的 表示 式 (36) 成 立 , 则 将 w' 的 表示 式 
(35) 式 代入 (36) 式 得 


部 -1 = aoc 由 = 1],2,."",7n). 
aE-1 


因为 在 1,8, 代 ,… ,~! 之 间 没 有 系数 属于 让 的 线性 齐 次 关系 , 除 
非 系数 全 为 0, 我 们 得 
0， 当 pp 关上 ， 


dy = 2 a = ] ， 当 户 一下， 
所 以 行列 式 |5s1 = 1. 而 另 一 方面 ,这 一 行列 式 等 于 |as| 
“ | Cip | > 因此 Cip 的 行列 式 关 0. 
定理 58 KK(9) 中 的 ;个 数 w 中 ,w 中,…,w' 下 构成 一 个 基 
本 系 当 且 仅 当 没有 一 个 系数 属于 上 的 线性 关系 
> nt 二 洛 (37) 
成 立 ,除非 所 有 4; ==0. 


这 样 类 型 的 ”个 数 w 扫 称 为 线性 独立 的 .用 上 面 的 记号 ,由 
(37) 式 可 知 
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0 三 > ep 
好 以 前 所 示 , 若 &; 属 于 天 日 不 全 为 0 则 


Sc =0 {k= 1,…,n). 
所 以 
le = 0. 
阁 这 一 行 入 式 =0, 则 数 系 就 不 是 一 个 基本 系 了 .所 以 熟知 大于 b 
的 n 个 齐 次 方程 


Dueca =0 (k= 1,,7) 
:二 1 


可 解 而 且 在 非 零 解 中 有 一 个 可 以 由 系数 cx 的 有 理 运算 得 到 ,从 而 
仍 属 于 大, 对 于 这 个 解 ,我 们 有 


oo _ 
因此 若 这 些 系数 属 王 有 , 则 数 a 亦 惟一 地 决定 
3 


中 的 系数 . 
命 个 数 由 时 及 它们 的 共 斩 梅 成 的 行列 式 记 作 
上 os — (oO et 
{指标 上 & 指示 行列 式 的 行 ; 指标 i 指示 行列 式 的 列 ) 由 (33) 可 天 
(加 = exhaAll,0,., 0 1). 
出 定理 57 可 知 对 每 一 个 基本 系 而 且 仅 对 基本 系 这 一 行列 式 关 0， 
这 是 由 于 熟知 的 公式 


1 8 全 … 六 
1 #, 8 or :A 
A(l,0, ,0 ')= ] 9 03 加 ek ! 
1 8, 多 久 
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= A (0-8), 


友 它 隆 0, 这 行列 式 是 以 上 其 至 六 (1) 中 元 素 为 系数 的 8,…, 的 
多 项 式 , 厂 所 作 任 何 置 换 , 则 这 一 行列 式 最 多 只 改变 一 个 因子 
士 1 ,所 以 和 多 的 平方 关于 抽 ,… ,8 仍 为 对 称 的 且 为 基 域 & 的 一 个 
数 ,这 对 4:(wl,…,ar) 同 样 成 立 .显然 这 个 数 与 共 县 的 编号 次 序 
是 无 关 的 . 

在 定理 58 后 一 半 的 证 明 中 , 易 知 在 K 的 n+1 个 量 8 ， 
Bt ,Bat 中 恒 有 一 个 线性 关系 ; 


yup =0, 

此 处 w; 表示 大 域 & 的 元 素 ， 他 们 不 全 为 0. 因 此 天 的 次 数 也 可 
以 定义 为 天 中 线性 独立 的 最 多 元 素 个 数 . 

最 后 ,我 们 来 考虑 域 K(8) 不 是 相对 于 外 ,而 是 相对 于 太一 个 
域 K(a), 它 本 身 是 一 个 相对 于 ,有 次 数 mx 的 代数 数 域 , 即 它 是 
由 一 个 中 次 不 可 约 方程 的 根 a 来 生成 的 .进而 息 设 a 属于 
(9) ,由 于 生成 元 & 已 经 适合 一 个 系数 属于 的 次 方程 ,所 以 
KK(6) 为 关于 KK (a) 有 次 数 9 扫 a 的 一 个 代数 数 域 . K {a) 称 为 
K(9) 的 子 域 . 者 我 们 将 K(a) 当 成 基 域 , 则 K(9) 的 每 一 个 量 可 以 
惟一 地 写成 形式 : 

w= Yot y+ + Yi!, 
此 处 量 7 为 K(a) 中 的 数 .同样 K(a) 中 的 每 一 个 数 有 一 个 惟一 地 
表示 
co ea t+ ce, ia"!, 

此 处 系数 c; 属于 至 , 因此 每 一 个 w 都 有 一 个 惟一 的 系数 属于 & 的 
md 个 量 a 计 (i 二 0,1,… ,mm 一 1; 让 =0,1,…,g 一 1) 的 线性 组 合 表 
示 . 因 此 这 mg 个 数 亦 构 成 KK(9) 的 基本 系 (关于 基 域 ) ,从 而 mg 
二 nq 二 nA ,所 以 下 面 定 理 证 得 ; 

定理 59 车 a 为 一 个 上 次 数 为 mx 的 数 ,及 在 有 为 一 个 
KK{a;k) 上 次 数 为 g 的 数 , 旭 域 KK(a,P;&) 在 上 有 次 数 xmxg. 进 
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而 育 之 ,下 (n=m9) 为 (a,B;E) 关 于 上 的 一 个 生 咸 元 的 
共 因 , 则 这 些 共 斩 分 成 mm 个 数 系 ,其 中 每 个 数 系 包含 g 个 元 素 ; 
此 处 每 一 数 系 中 g 个 数 总 是 关于 KK(a;}) 的 共 固 ,其 中 a ，…，, a 
为 a 关于 的 mx 个 共 思 . 

车 一 个 域 K(8;&) 恒 同 于 它 所 有 的 共 辆 域 K(B;k)(i = 
1 2) 则 称 之 为 的 彻 罗 丽 域 或 正规 域 .一 个 数 域 K(w; 上 ) 总 
是 作为 一 个 子 域 食 于 一 个 伽 罗 所 域 之 中 ,实际 上 ,由 定理 32 的 证 
明 可 知 添加 所 有 相对 共 固 数 cl ,… ,a, 所 成 的 域 显 然 是 一 个 关于 
友 的 伽 罗 只 域 . 

以 后 ,我 们 将 专注 于 关 王 有 (1 的 代数 数 ; 这 些 数 简单 称 之 为 
代数 数 .我 们 仅 在 下 面 提 一 下 其 他 类 型 的 数 ， 

非 代 数 数 的 数 称 为 超越 数 , 刘 维 尔 D(1851) 首 先 证 明了 存在 
超越 数 ,同时 给 出 了 一 个 构造 任意 多 这 种 数 的 方法 ,以 后 乔治 康 托 
尔 @(1874)? 提 供 了 一 个 完全 不 辐 的 证 明 ,他 证 明 趣 越 数 集合 比 代 
数 数 集合 有 一 个 更 高 的 基数 . 但 迄今 为 止 我 们 仍 难 做 到 决定 给 予 
一 个 数 是 超越 数 或 否 , 还 没有 处 理 这 一 问题 的 一 般 方 法 . 埃 尔 米 
特 8(1873) 证 明了 e 的 超越 性 . 林 德 曼 @(1882) 证 明了 x 的 超越 
性 ; 以 后 希 尔 伯 特 , 胡 尔 维 芯 与 哥 尔 丹 加 对 这 些 证 明 司 出 了 巨大 简 
化 . 


DD Liouville, Sur des classes tres etendues de duantites dont la valeur Pest ni alge- 
brique ,ni meme reductible a des irrationmelles algcbriques, ]. de Mlath. pures et abplhquees, 
Ser.].T.10t1851). 

Cantor, Uber eine Figenschatft des Inbergriftes aller rellen algebraischen Zablen, 
Crelles ].f.d. reine u, angew. Math. vol. 77(1874) 

区 ”Hermite Sur la fonctivon expofentielle. Comptes rendus T. 79118731)， 

EE Lindemann, Uber dic Zahl x ,Math. Ann. Vol. 2041882). 

鲍 ” 这 三 篇 文章 可 以 在 Math. Ann. Wol.43(1892). 上 虐 到 . 
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$ 21. 代数 整数 的 定义 、 可 除 性 与 单位 


在 前 一 章 关 于 基 域 & 发 展 起 来 的 概念 现在 就 被 了 解 为 大 于 
饮 对 域 &= (1) 签发 展 代数 数 的 一 个 算 本 基础 ,我 们 需要 代数 整 
数 的 一 个 定义 .下 面 的 要 求 加 于 整数 的 概念 是 合理 的 . 

(1) 车 &a 与 8 为 代数 整数 , 则 a + BB,a 一 8 与 a 亦 然 . 

(2) 车 一 个 代数 整数 为 有 理 数 , 则 它 就 是 普通 整数 . 

(3) 看 & 为 一 个 代数 整数 , 则 其 共 炙 ( 关 于 (1)) 亦 为 代数 整 
数 . 

由 (1 可知 以 有 理 整数 为 系数 ,代数 整数 的 有 理 整 表示 仍 为 代 
数 整 数 .特别 ,由 (3)? 可 册 一 个 代数 整数 及 其 共 恩 的 对 称 函 数 闻 为 
代数 整数 . 另 一 方面 ,它们 是 有 理 数 ,从 而 由 (2) 可 知 它们 是 有 理 整 
数 . 若 e 是 一 个 代数 整数 ,a 在 上 (1) 中 的 首 项 系数 为 工 的 不 可 约 
方程 的 系数 都 是 有 理 整 数 , 所 以 我 们 定义 ; 

定义 ” 若 a 在 k(1) 中 的 首 项 系数 为 1 的 不 可 约 方程 的 所 有 
系数 都 是 有 理 整 数 , 则 称 ”次 代数 数 = 为 代数 整数 . 

今后 ,我 们 总 是 将 "整数 "理解 为 代数 整数 ,对 于 这 些 整数 ,条 
件 (2),(3) 显 然 潢 足 . 

定理 如 若 a 满足 任何 首 项 系数 为 1 的 有 理 整 系数 方程 , 风 
a 为 一 个 整数 . 

他 pl) = T+ GT 1 + 和 +eaw 基 中 诸 < 为 有 理 整 数 及 
pla) 二 0. 肯 命 : 

fx) = cor” 十 CT 二 

为 (1) 上 以 a 为 根 的 不 可 约 多 项 式 , 而 且 诸 = 已 假定 为 互 素 的 
有 理 整 数 ,其 中 co>0. 出 定理 特 可知 figp. 所 以 


$ 21. 代数 整数 的 定义 ,可 除 性 与 单位 :75 


Px) _ bglr) 
ffx} pb 


为 一 个 (1) 上 的 有 娃 包 项 式 ,此 处 我 们 可 以 假定 g(x) 为 系数 互 
素 的 整 多 项 式 .选取 适当 的 有 理 整 数 & 和 4 . 则 由 
bopl zx) = bf(r)etr) 

可 得 5=6 .事实 上 ,由 定理 13a 可 类 ,f(z)'glz) 为 两 个 本 原 多 
项 式 的 乘积 , 故 仍 为 本 原 的 ,而 pzr) 亦 为 本 原 的 .进而 高 之 ,由 比 
较 zy= Pr)agtzr) 之 首 硕 系 数 即 可 翔 co 必须 整除 pp 的 首 项 
系数 , 即 1; 所 以 co 二 1, 定 理 证 完 . 

为 了 验证 代数 数 是 否 整数 ,我们 最 常用 的 是 这 一 条 定理 ,这 是 
由 于 它 不 像 定 义 那 样 , 它 不 需要 验证 一 个 多 项 式 的 不 可 约 性 . 

定理 61 两 个 整数 的 和 , 差 , 与 积 仍 为 整数 . 因此, 有理 整 系 
数 的 整数 的 每 一 个 有 理 整 函 数 (多 项 式 ) 仍 为 整数 . 

若 cl an 为 一 个 数 a 的 共 令 及 记 ;8 为 一 个 数 请 的 共 
斩 , 旭 


F(x) = [1s - (e+ Bi)) 


为 zx 的 多 项 式 , 其 系数 关于 al，…ea 太 记 ,…,B 是 对 称 的 .由 
于 & 的 初等 对 称 函 数 及 8 的 初等 对 称 蝴 数 为 有 理 整 函数 ,所 以 御 
对 称 函数 的 基本 定理 可 知 , F(x) 是 (1) 上 的 整 有 理 多 项 式 , 肉 此 
x+ 有 为 一 个 整数 .类 似 地 可 以 证 明 a -与 a8 也 是 整数 . 

非常 类 似 于 上 上面 的 讨 沦 ,由 定理 51 可 得 

定理 经 车 ww 为 方程 

zor +A"m + +A=0 

的 一 个 根 ,此 处 a ,8B,… ,为 整数 , 则 ww 亦 为 一 个 整数 . 

定理 63 ”每 一 个 代数 数 « 乘 上 一 个 适当 的 非 零 有 理 数 后 ， 
即 成 为 -个 整数 . 

为 了 证 明 这 一 点 , 根 征 

cor” 二 Clzz1+ Te Ed+c 一 0 


为 & 的 一 个 方程 ,其 中 诸 c; 为 有 理 整数 及 co 闫 0, 则 乘 以 ci 后 ， 
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我 们 得 到 一 个 y = coz 的 整 系数 方程 ,其 首 项 系数 为 1, 而 它 以 
coa 为 根 . 

由 整数 的 概念 可 以 导致 可 除 性 的 定义 . 

若 a/B 为 整数 , 则 称 整数 e 可 以 被 整数 8(8 才 0) 整 除 ,用 记号 
Bla 表示 ， 

车 Bla 及 B17, 则 对 于 任何 整数 4 ,pw 短 有 Bahn + jy. 这 是 由 
于 定理 61 可 知 


是 一 个 整数 . 

若 17e 仍 为 一 个 整数 , 则 称 整 数 s 为 一 个 单位 . 

若 s 整 除 1, 则 se 亦 整除 1.e=a 即 上 可 以 整除 每 一 个 整数 =. 
单位 的 每 一 个 共 纯 (关于 有 (1)) 仍 为 单位 ,一 个 单位 的 每 一 个 因子 
及 单位 之 乘积 均 为 单位 

若 两 个 整数 a ,8 仅 相 差 一 个 单位 因子 , 则 称 a 与 8 相伴. 

一 个 整数 s 为 一 个 单位 的 充 要 条 件 为 s 的 诸 共 罗 之 积 等 于 
土 ]. 

由 于 乘积 e182…e; 作为 一 个 对 称 函 数 , 它 是 一 个 有 理 整 数 a 
及 作为 单位 之 积 , 它 仍 为 一 个 单位 ; 即 a11, 所 以 a = 土 1. 又 者 
eltoa 二 二 1, 则 17el = 土 e2*…8s 是 一 个 整数 ,所 以 si 是 一 个 单 
位 . 

显然 所 有 单位 根 都 是 单位 ,事实 上 ,它们 的 绝对 值 等 于 1. 但 
是 还 有 无 穷 多 个 其 他 单位 ,例如 2+v3, 这 是 由 于 

1 
7 成 =2-3， ;2+3 
它们 显然 都 是 整数 .se=2-vY3<1 并 >0. 所 以 在 e,e?,e*,… 中 有 
任意 小 的 数 ,从 而 这 些 数 的 乘积 Ne* CN = 土 ] 士 2 下 二 十， 
2,…) 显 然 在 实 直 线 上 是 处 处 稠密 的 及 它们 都 是 Kf) 中 的 整 
数 .这 个 事实 一 一 若 实 代数 整数 按 其 大 小 排序 , 则 给 予 整数 之 后 就 
没有 下 一 个 整数 一 一 作为 一 个 推论 就 是 我 们 熟悉 的 有 理 数 论 中 的 


22. 域 的 整数 作为 一 个 阿 幢 尔 群 ; 域 的 基 与 判别 式 ，77 


许多 证 明 方 法 在 代数 数 中 是 不 同行 的 . 
， 每 一 个 整数 a( 天 0) 都 有 无 穷 移 个 “平凡 "因子 , 即 e 号 a, 此 
处 & 过 所 有 单位 .但 a 亦 可 以 按 非 平凡 的 方式 来 分 解 
a = aa, 
车 a 非 单位 , 则 其 中 任何 因子 都 不 是 单位 ,所 以 在 所 有 人 民 数 整数 
数 域 中 没有 不 可 约 数 ; 因此 没有 有 理 素 数 的 类 似 . 
为 了 获得 不 可 约 数 ,我们 首先 必须 限制 可 允许 数 的 范围 , 即 我 
们 仅 对 某 个 nx 次 数 域 的 数 来 进行 运作 . 


$ 22. 域 的 整数 作为 一 个 阿 人 内 尔 群 : 
域 的 基 与 判别 式 


我 们 给 出 由 一 个 n 次 代数 数 8 生成 的 固定 代数 数 域 K(9) 为 
进一步 研究 的 基础 .熟知 乘 以 其 一 个 有 理 整 数 即 成 为 一 个 整 
数 , 所 以 我 们 并 不 需 昌 释 设 98 是 一 个 代数 整数 .我 们 给 予 8 的 共 
罗 数 一 个 确定 的 编导 ; 即 按 $19 可 知 KK 中 每 一 个 元 素 的 共 轿 编 
号 也 就 确定 了 .今后 我 们 用 上 指标 来 表示 共 思 . 

进而 言 之 ,对 于 域 及 的 每 个 元 素 a ,我 们 置 ， 

a 的 欧 数 = N (a)= gD gg 站 ;所 以 Nap) = ITa 1 
N(B). 

a 的 迹 = S(ea) — gl) 十 a 十 :十 a St{ot 8B) 二 
S(a}+ 5S(B). 

这 些 量 都 是 有 理 数 及 当 a 为 一 个 整数 时 ,它们 为 有 理 整 数 . 
仪 当 a=0 时 有 N(a)=0. 

定理 64 ”在 加 法 复合 下 ,KK 的 整数 构成 一 个 (无 找 ) 同 贝尔 
群 .这 一 群 有 ”个 基 元 素 . 因 此 有 中 的 # 个 整数 wi,…, ws 使 
当 表达 式 

和 一 Tw 十 十 并 rn 
中 xz; 经 过 所 有 有 理 整 数 时 , 它 正好 得 到 K 中 每 个 整数 一 次 , 数 w 
称 为 域 的 基 . 
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CC 一 


第 一 部 分 为 定理 61 的 直接 推论 .为 了 证 明 第 二 部 分 ,我 们 首 

先 研究 域 的 那些 整数 o ,第 们 有 形 如 
p= cotcdt++o i ! 

的 表达 式 , 其 中 c 为 有 理 数 .由 于 AC(1,8, 代 ,… ,全 -) 尖 0, 岂 以 诸 
可 以 出 2 个 共 白 方程 

Pd = en 十 cB! 十 "十 CC 1 (2 = 1,2,. ,7) 
来 决定 .解答 4.ci 等 于 一 个 行列 式 , 其 元 素 仅 为 op 中 及 9 站 的 项 . 
由 于 5 与 各 为 代数 整数 ,所 以 这 个 行列 式 为 一 个 代数 整数 Al，. 
总 之 


推出 AAA = azex 为 一 个 有 理 整 数 .事实 上 ,由 于 A 与 4 为 整数 ， 
所 以 这 一 数 为 整数 .又 由 于 ci 与 4* 为 有 理 数 ,所 以 这 一 数 为 有 理 
整数 .从 而 c4 为 一 个 有 理 数 


六 


Di’ 
此 处 x; 为 一 个 有 理 整 数 及 分 母 DD= 14A1* 独立 于 p. 所 有 数 系 
2 - 
= + 和 tt 

此 处 x; 经 过 有 理 整 数 ,包含 了 域 的 所 有 整数 ,进而 言 之 ,这 一 数 系 
也 可 能 含有 非 整 数 , 但 不 管 怎 样 , 它 构 成 一 个 以 xn 个 元 率 17P， 
8/DD,…, 扣 /AD 为 基 的 ( 非 挠 ) 阿 贝尔 群 ( 加 法 合成 ) 由 定理 34 
可 知 含 于 这 个 群 中 域 的 整数 所 成 的 子 群 亦 有 一 个 基 . 由 于 Da 
{ 即 由 群 论 的 含义 ;等 一 个 元 素 的 DD 次 宕 ) 明 显 地 为 一 个 整数 并 属 
于 子 群 ,所 以 由 定理 40 可 知 子 群 有 有 限 指标 ,因此 由 定理 35 可 知 
数 域 的 整数 的 基 亦 含有 2 个 元 素 w,,…,w;. 由 定理 38 可 知 不 同 
的 基 元 案 位 与 te 由 关系 式 


w= Yom (012 
Lk-l 
相 联 系 , 其 中 cx 为 有 行列 式 土 1 的 有 理 整数 .所 以 A?*(ans"*',w) 


$23.K(0w 一 引 中 整数 的 分 解 : 不 属于 城 的 最 大 公 因子 .79 ， 
独立 于 基 的 选取 及 它 完全 是 由 域 本 身 决 定 的 .由 于 w, 可 以 用 线性 
组 合 来 表示 1,8,… ,六 ,所 以 它 构成 -一 个 基本 系 ,从 而 A* 关 0. 

定义 ”独立 于 基 的 选取 的 数 A 和 Cw,… ,wo ) 称 为 域 的 判别 
式 , 我 们 用 4 记 之 ,这 是 一 个 非 零 有 理 整 数 . 

不 难看 出 , 对 于 由 整数 a; 构成 的 一 个 基本 系 有 
A ;85)| 宇 1d1 ,而 且 它 等 于 | 4d | 当 且 仅 当 这 一 基本 系 构 
成 域 的 基 ,为 此 域 的 基 亦 称 为 极 小 基 . 

在 此 ,引进 模 的 概念 是 适宜 的 .车 K 中 有 一 -个 整数 系 有 如 下 
性 质 : 当 a 与 8 属于 数 系 时 ,a + 8,a 一 8B 亦 然 , 且 数 系 含有 一 个 非 
零 数 , 则 称 KK 的 这 个 整数 系 为 一 个 模 , 

国 此 一 个 模 的 数 在 各 法 复合 下 构成 一 个 (无 挠 ) 阿 贝尔 群 . 它 
是 域 的 整数 群 的 一 个 子 群 ,从 而 市 定理 34 可 知 它 含 有 一 个 个 
元 素 之 基 ,此 处 0< ks 反 2 .我 们 称 这 一 模 为 一 个 秩 模 ( 或 秩 的 
模 ) ,我 们 仅 处 理 2 秩 模 .这 显然 恒 同 于 说 它 含 有 = 个 线性 独立 元 
素 . 


8$23.K(v -S$) 中 整数 的 分 解 ， 
不 属于 域 的 最 大 公 因 子 


我 们 现在 将 注意 力 转 向 域 中 整数 的 乘法 分 解 . 若 一 个 整数 a 
不 能 表示 为 两 个 整数 之 积 , 其 中 没有 一 个 是 单位 , 则 称 & 在 KK 中 
为 不 可 约 的 ,所 以 不可 约 这 一 性 质 不 属于 数 本 身 击 仅仅 被 考虑 为 
关于 一 个 确定 域 而 言 的 .每 一 个 有 理 素 数 关 于 (1) 是 不 可 约 的 ， 
但 例 如 3 在 KUY3) 中 就 是 可 约 的 , 它 等 于 Y3.3， 

在 次 数 高 于 1 的 代数 数 域 中 是 否 有 不 可 约 数 及 域 中 每 一 个 整 
数 是 但 可 以 (本 质 上 ) 惟 一 地 表示 为 这 种 数 的 乘积 呢 ? 

我 们 将 用 数值 例子 来 说 明 分 解 的 惟一 性 并 不 总 成 立 .及 我 们 
将 试图 找 出 其 中 的 原因 ， 

我 们 将 考虑 域 Klv -5) ,生成 数 0=v 一 5 是 xz?+5=0 的 一 
个 根 及 作为 一 个 非 实数 , 它 的 确 不 满足 (1) 中 任何 低 次 方程 ,从 


，80 ， 第 五 章 ”代数 数 域 的 一 般 算 术 


一 mr 


而 它 关 于 (1) 的 次 数 为 2, 所 以 K(y -5) 中 所 有 数 均 有 形式 

a Fr] 二 fo VV 一， 
此 处 与 ~: 为 有 理 数 .a 的 共 罗 记 作 a', 则 

a = 7] 一 ray — 5, Mle’) = a. 

K{v 一 5) 中 的 整数 为 数 m + n wv 一 $5, 其 中 m,n 为 有 理 整 数 . 
为 一 个 整数 之 充 要 条 件 为 a +a 与 a'a 都 是 (有 理 ) 整 数 , 即 

2ri 与 ri 十 Sr 
部 必须 是 整数 . 

所 以 x 与 xr2 的 分 母 最 多 是 2. 我 们 置 r = g12,72 = 82 人 2， 

则 我 们 应 该 有 


&1 上 582 2 2 
a 为 整数 , 即 gt + $5g; 三 0(mod4). 


所 有 的 平方 租 寺 0 或 1(mod4) ,从 癌 后 ] 与 B27 必须 是 偶数 ,所 以 | 
与 ~ 本 二 必 须 都 是 偶数 . 
在 K (vy -5) 中 除 +1l 之 外 没有 其 他 单位 ,否则 6 = m+ 
nV 一 5 为 一 个 单位 , 则 我 们 必须 有 
t+1= N(e)=ere = m+ Sn’, 
车 nn 关 0, 则 量 大 + 5n2 宇 5; 从 而 必须 n=0,m = 土 1. 
下 面 的 数 在 KK(y 一 5) 中 是 不 可 约 的 ; 
a=1+2» -5, 
a =1-2v —5, 
B=3, 
Pp 三 7/. 
若 B=3 可 以 分 解 为 x6 及 7,3 均 非 单位 , 则 得 
9 = N(3) = N(Y)N(O). 
将 9 分 解 成 有 理 整 因子 晶 没 有 一 个 因子 为 1, 则 惟一 的 可 能 为 
3.3. 从 而 我 们 必须 有 
N(Y)} = N(8) = 3. 
对 于 y=x+yw 一 5 有 


$23.K( wv 一 5) 中 整数 的 分 解 : 不 属于 域 的 最 大 公 因 子 81 ， 


7 +5y = 3，Zz :3,5y 壕 3， 
其 中 z,y 为 有 理 整数 ,这 是 不 可 能 的 .因此 8=3 为 不 可 约 的 . 完 
全 类 和 似 地 可 知 pP= 了 普 是 不 可 约 的 .最 后 者 a 分 解 为 XN(Y) 才 1 
及 N{5) 关 1, 则 我 们 必须 有 
N(YIN(8) = N(a) = 21. 
所 以 或 者 N(Y)=3,N(6)=7, 或 者 倒 之 .但 我 们 刚才 证 明 过 了 不 
能 有 适合 N(y) =3 的 7. 因此 a, 从 而 a 都 是 不 可 约 的 ， 
因此 数 21 可 以 用 两 种 本 质 上 不 同 的 方法 分 解 为 Ktv -5) 
中 不 可 约 数 之 积 : 
21 = 一 avea 一 3 了 7. 
为 了 了 解 这 一 事实 ,我 们 已 经 证 明 3 确 能 整除 ce ,但 它 既 不 能 
整除 a , 亦 不 能 整除 a ,在 此 我们 注意 到 K (v -5) 中 的 数 x 与 3 
的 确 在 KK(v -5) 中 没有 会 因子 (除去 土 1). 但 是 它们 有 一 个 属于 
另 一 个 域 的 公 因子 ( 非 单 位 ). 事实 上 ,平方 
co 一 -19+4V 一 9， 
FF=9 
能 被 非 单位 的 =2+w 一 5 整除 . 
az= (2+V-5)(-2+3Y-5)， 
P= (2+v 5)(2 ~ V5). 
所 以 a?AA, 庆 /4 为 整数 ,从 而 由 定 霸 授 可知 共 平方 根 
«BB 
A 
亦 为 整数 .同样 
a= (-2+v— 5)(2+3y -5), 
六 一 (2+3v—5)(2-3v—5) 
可 以 被 
X =2+3w 一 5 
整除 .所 以 
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a PP 
Vx x 
都 是 整数 . 进而 言 之 , 数 A( 它 不 属于 域 KC 一 5)) 正 好 具有 a 与 
8 的 最 大 公 因 子 的 性 质 ; 每 一 个 整数 w 一 一 在 KK (w 一 3) 或 
村 一 一 它 能 整除 a 与 8, 则 亦 能 整除 Y 4 ,而 且 凡 能 整除 Vx 之 任何 
整数 为 a 与 8 的 一 个 尖子 .显然 后 面 这 个 事实 是 可 除 性 的 定义 
的 点 接 推 论 .为 了 证 明 第 一 个 论断 ,我 们 用 这 样 的 事实 , 即 y4 可 以 
表示 为 形式 : 
Aa + BB =wA, (38) 
此 处 A ,B 为 整数 (当然 不 属于 K(y 一 5)) ,例如 
由 一 一 2 B=- (4—v~ 8 
A a 
因此 车 we 与 m18; 则 由 (38) 式 可 知 ol 
在 Ktv 一 $5) 中 ,两 神 不 可 约 的 因子 分 解 


aa = fp 
是 这 样 的 ; 
a=HAvV—X, B=VAVA, 
a =A VX p=VXYVX, 
在 乘积 


21 = A A XV 

中 由 个 不 属于 域 的 因子 可 以 有 上 几 种 方法 组 合 使 之 得 到 兵 的 数 , 尽 
管 每 一 对 这 种 数 都 设 有 公 因 子 . 

我 们 将 这 两 个 极为 重要 的 结果 陈述 如 下 : 

(i) 可 能 有 两 个 在 人 CG 一 5) 中 不 可 约 的 数 , 和 它们 并 不 仅仅 只 
差 一 个 单位 因子 ,而 它们 有 一 -个 不 属于 域 的 公 因 于 ， 

(i) tw” 5) 中 能 被 中 一 个 不 可 约 数 & 整除 的 全 体 整 数 
不 需要 恒 同 于 攻 ( 一 5) 中 被 a 的 一 个 非 单位 因子 (不 属 半 天 ) 整 
除 的 全 体 整 数 . 

例如 ,a 为 不 可 约 的 ,YA 为 a 的 一 个 因子 ,8=3 可 以 被 v4 整 
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一 "一 


除 ,但 它 不 能 被 a 整除 ,尽管 8 属 于 域 K(v 一 5). 

所 有 这 些 性 质 在 上 (1) 中 都 不 存在 .因为 两 个 不 习 仪 柑 差 一 个 
单位 因子 的 不 可 约 数 总 是 不 同 的 素数 ( 互 素 ) p,g. 因 此 1 可 表 为 
和 组合 形式 


1 = pr 十 oy, 

此 处 x ,y 为 整数 ,由 此 可 见 p 与 g 的 公 因 于 一 定 能 整除 1, 从 而 
为 单位 . 

进而 言 之 , 若 p 是 一 个 素数 及 为 一 个 任意 可 以 整除 p 的 整 
数 { 不 是 一 个 单位 而 且 可 能 非 有 型 的 ), 则 所 有 可 以 第 g 整除 的 有 
理 整数 构成 - -个 模 , 从 而 由 年 理 2 可 知 这 一 模 恒 同 于 一 个 有 理 整 
数 nr 的 倍数 集合 . 则 p 必须 除 得 尽 ,否则 芋 即 可 以 写成 p 与 nn 
的 线性 组 合 而 可 以 除 得 尽 1 了 . 困 此 ”= 土产 , 换 育 之 ,每 一 
被 p 整除 的 有 理 整 数 一 定 能 被 疡 整除, 此 处 p 为 p 的 一 个 因子 但 
非 单位 ,其 中 p 为 一 个 素数 . 

我 们 得 到 这 样 的 理解 , 即 不 可 约 数 在 高 次 代数 数 域 中 并 非 最 
终 的 建筑 砖 , 即 它 可 以 将 域 中 的 所 有 数 都 构造 出 来 ,就 像 具 有 刚才 
说 的 素数 那样 的 性 质 . 

现在 的 问题 是 将 数 域 扩大 使 我 们 亦 能 考虑 那些 数 , 即 域 中 数 


的 GCD, 如 上 述 的 不 属于 域 的 va 与 YX ,实际 上 ,我 们 不 需要 准确 


地 考虑 个 别 数 VX ,YX 本 身 .对 于 在 K 中 的 研究 ,我们 不 需要 将 两 
个 代数 数 分 开 , 此 处 它们 有 人 性 质 : 每 一 个 数 可 被 K 中 一 个 数 束 
除 , 则 亦 可 以 被 男 一 个 整除 . 

从 而 我 们 将 简单 地 寻求 用 域 中 所 有 能 被 A 整除 的 数 来 刻画 
一 个 不 属于 天 的 数 A. 

这 样 的 整数 系 满足 ; 车 a 与 8 属于 这 个 系 ,及 4 与 产 为 域 中 
任意 数 ,由 Ma + 8 亦 属于 这 个 系 .在 我 们 的 理论 表述 的 后 面 ,有 

- -个 结果 说 其 道 亦 真 ;: 若 开 中 一 个 整数 集合 有 这 一 性 质 , 则 有 一 - 

个 代数 整数 人 .可 能 不 属于 直 KK ,使 集合 包含 域 中 所 有 被 A 整除 
的 数 . 这 样 一 个 集合 概念 地 被 当 作 - -个 数 并 被 戴 德 金 称 之 为 一 
理想 . 康 默 是 第 一 个 做 这 件 事 的 人 ,他 对 于 分 圆 域 的 情况 较 早 地 研 
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究 了 这 些 关系 .他 应 该 被 认为 是 理想 理论 的 创立 者 .他 称 作 为 域 的 
元 素 GCD 出 现 而 不 属于 域 的 数 A 为 域 的 理想 数 ， 

在 以 后 将 要 前 明 的 理想 理论 中 ,我 们 总 应 该 饮 记 于 心 的 是 理 
起 仅仅 是 用 域 的 运算 来 刻画 某 一 个 不 属于 咸 的 数 . 在 用 理想 扩张 
后 的 域 中 ,素数 的 概念 及 素数 惟一 分 解 这 一 事实 将 如 同 有 理 数论 
一 样 再 度 被 建立 了 起 来 . 
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定义 车 = 与 属于 9, 则 每 一 个 组 合 ha + jpB 亦 属 于 9 ,此 
外 系数 4 与 & 为 上 KK 中 任意 整数 , 则 上 的 整数 系 S 就 称 为 K 的 一 
‘个 理想 {或 简称 为 一 个 理想 ). 

因此 一 个 理想 的 性 质 对 于 一 个 系统 5 来 说 并 不 是 绝对 的 意 
多, 而 仅仅 是 对 一 个 特定 域 K 而 言 的 .今后 我 们 将 以 大 写 德 文字 
母 a,b,tc,… 来 表示 理想 , 仅 合 单个 元 素 0 的 理想 可 以 记 为 (0); 在 
很 多 方面 , 它 有 特别 的 作用 . 若 两 个 理想 ua 与 包含 有 同样 的 数 ， 
峙 称 它们 相等 (ax=Db). 

理想 的 例子 : 

1 .表示 为 特殊 线性 型 al + … + &a, 的 数 集合 S, 其 中 
ai yar 为 KK 中 给 予 整 数 及 581 ,…,é&, 通过 K 中 所 有 整数 .这 个 
数 集 合 称 为 型 的 值 域 .我 们 将 这 一 理想 记 为 (al,… ,a,》， 

I[ .不 管 一 个 确定 的 整数 A 属于 域 或 否 ,能 被 A 整除 的 域 的 
全 体 整 数 构成 的 集合 . 

怡 如 已 指出 的 那样 我 们 理论 的 最 终结 果 为 ,每 一 个 理想 均 有 
形式 工 ,同样 也 有 形式 II S$33) ,现在 我 们 来 证 明 

定理 个 ”每 一 个 理想 a 都 可 以 写成 形式 (war) ,其 中 
为 KK 中 适当 选 歌 的 整数 .进而 言 之 ,我 们 甚至 可 以 到 +r 所 . 

一 个 非 (0) 理 想 ef(a= (0) 是 平凡 的 ) 的 数 显然 在 加 法 的 复合 


DD 从 凶 31 逢 始 , 更 为 -最 的 理想 定义 将 被 用 到 ,在 那里 非 整数 亦 是 允许 的 . 
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下 构成 一 个 无 限 阿 贝尔 群 , 它 是 所 中 所 有 整数 群 的 一 个 子 群 . 因 
此 由 定理 34 可知, 理想 “有 一 个 基 , 其 元 索 个 数 和 过 #, 另 一 方面 ， 
由 定理 37 可知, 基 元 素 个 数 等 于 a 中 独立 元 素 的 个 数 ; 从 而 它 = 
n .事实 上 ,a( 关 0) 属 于 4, 则 个 独立 元 素 a, 名 ,a 的 "a 
亦 必须 属于 a. 因此 在 每 一 个 理想 a 隆 (0) 中 正好 有 1 个 数 &1,…， 
an 使 当 z1, ,zw 经 过 所 有 有 有理 整 数 时 ， 
a = TI t+ Lay 
正好 表示 理想 中 所 有 元 素 各 一 次 .这 样 的 数 系 a1,… ,a, 称 为 理想 
的 基 ( 或 理想 基 ). 按 定义 ,a 的 数 同时 构成 型 
E10Q1 t+ Rn 
的 值 域 .所 以 wa= (al as) .我 们 有 (aa ,ear)= (PL,…,B) 当 
且 仅 当 每 一 个 a 可 以 由 有 B 系数 属于 KK 的 线性 型 来 表示 . 且 反 之 亦 
然 -特别 , 若 w 为 a 中 任意 数 ,4 为 K 中 一 个 整数 , 则 
Q = (Cars yo) = ar sya) = Co — A 2s HO). 
(39) 

若 有 一 个 整数 a 使 a= (a), 则 称 a 为 主 理想 ,注意 对 于 两 个 
主 理想 (ae) 与 (8),(e)=(8) 当 上 且 仅 当 ae 与 8 相伴; 即 它们 只 相差 
一 个 单位 因子 . 

由 定理 2 可 知 (1) 中 的 每 一 个 理想 都 是 主 理想 . 这 是 由 于 当 
它 去 {0) 时 为 一 个 模 . 另 一 方面 ,由 前 一 节 所 述 可 知 域 K(v -5) 
中 的 理想 (1+2 vw 一 5,3) 就 不 是 主 理想 .这 一 理想 包含 所 有 能 整 
除 4 的 数 ， 

和 蔡 
(aa = (A 及 (BB) = (Bl, ,Ba), 
出 

[ai 有 0) 一 [41 
事实 上 ,由 


Qi = 2 Ah, 记 = DnBm 
可 以 导出 
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oO 人 CC 一 CC 


ai = 人 lianAiBm， 
此 处 ,pm 为 整数 .反之 ， AB, 都 是 a 的 线性 组 合 . 
两 个 理想 a= (air) 与 6= 人 88) 的 乘积 ob 定义 
为 理想 
ab 一 《alB Ga 
所 以 它 是 由 a 与 5 惟一 确定 的 . 
由 定义 并 即 推出 理想 的 乘积 是 可 交换 的 与 可 结合 


mb = ba, alte) = (ab)e. 

我 们 置 a=a! 及 对 于 每 一 个 正 有 理 整 数 mx ,我们 置 o = 
a™a. 所 以 如 同 普通 上 -- 样 ,我 们 有 a? ?=afns. 

若 理 想 c 了 (0) 及 有 理想 bb 使 得 a=te, 则 称 a 可 以 被 (整除 ,或 
“是 a 的 因 于 .我们 用 记号 cia 记 之 . 

数 与 理想 的 可 除 性 关系 为 下 面 这 -一 事实 ; 主 理 租 (a) 可 以 被 
主 理想 (Y}) 闫 (0) 整除 当 且 仅 当 数 = 可 以 被 7 被 整除 . 

由 (a)= C7)(B,… ,B= (XB1,…, 7B,) 可 知 

二 > 二 y > AB, 
此 处 六 ,为 整数 .所 以 yla, 反 之 , 苦 Yla, 则 有 某 个 整数 8, 使 a= 
六 .我 们 亦 有 
{a) = (YHP) 及 (7)|(a)， 

单位 理想 (1) 含 有 域 中 所 有 整数 . 者 一 个 理想 含有 1, 贴 它 会 

有 所 有 整数 ,从 而 它 = (1). 对 于 每 一 个 理想 ac 和 (0) ,我 们 有 
a = a (1), afa, (1)la, 及 al (0). 

每 一 个 理想 & 有 有 “平凡 "的 因子 & 与 (1). 

定义 ” 匣 一 个 异 于 (1) 的 理想 ?, 除 ?与 (1) 之 外 ,没有 其 他 因 
子 , 则 称 p 为 一 个 素 理 想 ， 

我 们 还 不 知 是 否 存 在 素 理 想 ， 

事实 上 , 理 息 的 可 除 性 可 以 归结 为 数 的 可 除 性 这 一 事实 ,不公 
其 道 亦 真 ,而 且 击 下 而 定理 显示 了 它 对 于 理想 理论 基础 锡 基 本 重 
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定理 66 对 于 每 一 个 理想 4 和 必 存 在 一 个 异 于 (0) 的 理想 使 
ab 为 二 理想 . 
这 - 定理 的 林 同 证 明 区 分 出 理想 理论 的 基础 建立 的 不 同 途 
径 , 在 此 我 们 将 使 用 胡 尔 维 芯 的 一 个 方法 ,这 个 方法 被 斯 坦 尼 芯 屋 
过 巨大 简化 , 它 某 于 高 斯 关于 多 项 式 定 理 的 推广 ,此 处 多 项 式 是 以 
代数 整数 为 系数 的 . 
定理 67 命 
A(T)= or + CTP 二 "十 ps 
Bl(r)= Br +pB-r 二 二 页 
为 有 整 系数 的 多 项 式 ,其 中 a, ,8 六 0, 若 整数 5 整除 
Cr) = 由 (Try BCr} = yr + yr + Yar + + Yo 
的 所 有 系数 了, 则 5 亦 可 以 整除 所 有 乘积 a8. 
为 了 证 明 这 一 论断 ,我 们 需要 下 面 两 条 引 理 : 
引 理 a 若 
fir) = Br +, +o 大 人 0) 
为 一 个 整 系数 多 项 式 及 p 为 它 的 -- 个 根 , 风 F(x)A(x -op) 环 有 整 
系数 ， 
由 定理 62 及 类 似 于 定理 63 的 证 明 可 知 Bo 为 一 个 整数 . 
进而 言 之 , 引 理 对 于 六 =1 成 让 .在 这 种 情 闹 下 , f(x)Ax 一 
0)=61, 此 处 p= 一 60761. 
现在 假 滩 这 一 引 理 对 于 次 数 筷 wm 一 1 的 多 项 式 已 经 证 明 . 由 
于 
pl(r) = f(r)—- 6c™ (xr—p) 
显然 是 -个 次 数 委 im 一 1 的 整 多 项 式 并 以 p 为 根 , 则 
[a 一 fr) 6 x™-! 


XT- -pp 
有 整 系数 ,所 以 Az)Ax -pp) 亦 有 整 系数 .因此 由 数学 归纳 法 可 
知 引 理 a 成立 . 
引 理 b 在 上 面 引 理 的 记号 下 , 老 
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fz) = Bz pz p(x ~ pu), 
则 对 于 每 一 个 适合 1 所 入 的 ,Bp102… ps 为 一 个 整数 . 
不 断 应 用 引 理 a 可 列 
_ ” FJ Te 一 Pr — 
【六 一 OELLI CT 一 PR 一 on ) 本 so(z 211 (x ps) 


是 一 个 加 多 项 式 ,其 常数 项 为 + 6,,0182 和 "px. 
现在 我 们 来 证 明定 理 67 如 下 ; 命 A(z) 与 B(xz) 的 线性 因子 
分 解 为 
A{x) = qs 一 ox — p20 (x — ppp), 
B(x})} = Br oz- a) "(ro— o). 
则 由 和 仿 定 可 知 
cz _ eb, 
他 合 


有 整 系数 ,所 以 出 引 理 b 可 知 每 一 个 乘积 


a r 
2 * Pn, Do (40) 


点 


p1) "(I oy) 


都 是 整数 ,此 处 zi ，… ,nn; 与 m1 ，… ,rh 为 任意 相 异 指标 (i pp, 
之 7). 由 于 a/as 与 凡人/ 分 别 为 p 与 的 初等 对 称 函 数 ,所 以 
gi 和 26 为 形 如 (40) 的 项 之 和 ,从 而 为 整数 ,定理 证 完 ， 

我 们 现在 可 以 来 证 明 关 于 理想 的 定理 66 了 . 命 4= (al,…， 
a;) ,我 们 构造 整 多 项 式 

(TI) = 嫩 | 之 十 Co 和 十 … 十 QT 

及 其 基本 多 硕 了 ， 

EC)》 = 一 a tT 十 qs x? 十 "十 a (i = 1,2,.… ,7n), 


此 处 原来 多 项 式 g(x ) 亦 在 其 中 , 它 对 应 于 i=1. 乘 积 


F(z) = 11 ex) = Dc 


作为 共 轧 的 对 称 函 数 ， 它 是 一 个 有 有 理 整 系数 cy 的 多 项 式 , 下 ( 工 ) 
可 以 被 g(z) 整 除 及 商 
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hr) = Ea = Vez) 


一 个 系数 属于 K gm 本 系数 为 整 效 : 
PCz) = Prt Br + + Br™, 
其 中 B&B 为 K 中 整数 ,如 果 我 们 记 诸 有 理 整 数 c, 的 GOD 为 NN, 则 
F(X}AN 为 一 个 本 蛛 多 项 式 . 置 
b= (Bi , Br )s 
则 我 们 断言 方程 
ap = (N) 
成 并 .现在 b=C…,a 训 ,…), 由 于 NN 可 以 整除 g(x)h(z) 的 所 有 
系数 ,所 以 由 定理 67 可 知 NN 可 以 整除 所 有 fr. 因此 
a = A , 
此 处 4 为 整数 ,中 所 有 的 ot 亦 然 , 从 而 ab 的 所 有 数 簿 属于 
(N). 其 次 ,N 是 g(x)h(z) 的 所 有 系数 c, 的 GCD, 所 以 存在 有 理 
整数 zy 使 
nN 一 世 ] 之 二 十 Li 十 
每 一 个 c 都 是 aB 之 和 ; 从 而 N 可 以 表 为 形式 
N = SuaB, 

其 中 wa 为 整数 (其 实 是 有 理 整 数 ). 即 N 及 (N) 中 所 有 数 莉 属于 
ab, 帮 得 CN) 二 ab. 

由 这 个 定理 ,我 们 可 见 理想 除法 的 惟一 性 ， 

定理 内 车 好 = 及 ae0, 风 86=(. 

党 证 定理 ,我 们 决定 一 个 理想 了 人 司 am = (a) 为 一 个 主 理想 ， 
则 

amb=amc, (labh= (aoa. 

后 一 个 方程 表明 a 匀 以 8 的 每 一 个 数 都 具有 形式 a 怨 以 的 一 个 
数 , 妈 中 的 每 一 个 数 都 属于 ¢, 且 其 逆 亦 真 ; 因此 b=. 

现在 我 人 得 可 除 性 的 一 个 新 定义 ，; 

定理 69 一 个 理 租 c= (yl,…,Y,) 为 4= (gi,… ,ew) 的 一 个 
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因子 当日 仅 当 a 中 每 一 个 数 都 属于 

若 cla, 则 存在 一 个 1= (B ,Bo ) 满 足 b7ze(0) 及 

Coys sm) (BR 
所 以 a 中 的 每 一 个 数 a 贮 可 以 表 为 形式 


Qa = = 2 AaB 一 Dnl > Map )， 
此 处 X23 为 整数 ， 所 以 它 属于 
友之 , 香 6 中 每 一 个 数 都 是 中 的 数 , 则 对 于 所 有 整数 zx 得 
存在 整数 pw 使 
2 一 之 yo 
从 而 对 于 每 一 个 b= (581,…,6.) 有 
2 Vit - 一 2 Day 
换言之 ,a 中 每 一 个 数 都 属于 中. 现在 到 使 中- (8) 为 一 个 主 理 
想 (8 关 0) .车 中 =(p1, 02,…), 则 每 一 个 p; 都 是 (5) 中 的 一 个 数 ; 
所 以 它 上 共有 形式 46, 其 中 a; 为 整数 ,从 而 
(p15021°"") = (HO) CA, A '"), 
tb 三 多， (AAA 
a 二 + (al mw)， 即 得 cla， . 
作为 这 个 定理 的 直接 推论 ,我 们 强调 ; 命 & 为 一 个 理想 , 它 天 
【0 ) 
整数 a 属于 a 当日 仅 当 a| (a). 若 aj(a) 及 a|(8), 则 对 于 所 
有 整数 4 ,4 皆 有 
a| (aa + p48). 
由 ab= 10) 可 知 a= (1) 及 b= (1). 
若 两 个 理想 中 ,每 一 个 都 是 另 一 个 的 因子 , 则 它们 相等 . 
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定理 70 “对 于 每 两 个 非 全 为 (0) 的 理想 a= (og1,…, a) ,b= 
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(81,…,B,) 丝 存在 惟一 的 最 大 公 因 子 b= (oa,b) 具 有 下 面 的 性 质 ;b 
是 4 与 b 的 因子 .进而 言 之 , 若 加 a 及 bi|19, 则 5 为 b 的 一 个 因 
子 .事实 上 ,b= (a yo, Bi 8) 

我 们 将 证 明 b= (el … say, 所 ,…, 户 ) 有 所 说 的 可 除 性 性 质 . 
由 于 每 一 个 和 "a 中 的 数 +5 中 的 数 " 显 然 属 于 b, 所 以 a 中 所 有 的 
数 及 8 中 所 有 的 数 都 属于 $5, 从 面 由 定理 69 可知 bla 及 b|b. 

进而 言 之 ,车 旬 |a 及 916, 则 所 有 a 的 数 及 所 有 6 的 数 都 属 
于 1, 从 而 每 一 个 和 “a 中 的 数 +b 中 的 数 " 亦 属于 51, 妈 每 一 个 b 
的 数 都 属于 b. 即 我 们 得 到 5 |%. 

石 一 个 理想 久 亦 有 这 个 性 质 , 则 15 与 b| ,所 以 b=%. 因 
此 由 这 个 性 质 惟 一 地 淘 定 了 . 

所 以 我 们 见 到 一 个 理想 ae= (al,…,am) 可 以 看 作 主 理想 
(Cal) ,Ca2), ,C0,) 的 GOD. 

由 b 的 表达 式 ,我 们 立即 得 到 

ab) = (cea,t bh). (41) 

由 此 我 们 得 到 基本 定理 的 一 部 分 ; 

定理 71 若 P 十 一 个 素 理想 及 pl a5, 则 pp 整除 un 或 5 或 它们 
两 个 . 

大队 不 尽 6, 则 由 素 理 想 % 只 有 因子 (1) 与 3, 所 以 

(pb) = (1). 
由 (41) 可 知 
a = (1) = atp,b) = (oan,ab). 

因为 p|ab, 所 以 pp 整除 a. 

如 同 在 有 理 数 论 ( 定 理 5) 一 样 ,我 们 得 到 一 个 理想 表示 为 素 
理想 之 积 是 可 能 的 ,而 且 除 因子 之 次 序 外 ,表示 是 惟一 的 ， 

但 我 们 仍然 漏 证 将 理想 分 解 为 案 理 想 之 积 是 可 能 的 .为 此 我 
们 必须 证 明 : 

(a) 每 一 个 非 (0) 理 想 a 只 有 有 限 多 个 因子 ， 

(b) ata 隆 (0) 的 每 一 个 真 因子 比 & 的 因子 要 少 ， 

为 了 证 明 (a), 每 一 个 非 (0) 理 想 a 整除 某 一 个 主 理想 (a) 及 a 
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一 一 -一 一 一 一 一 一 -一 


的 每 一 个 因子 亦 是 (e) 的 一 个 因子 .所 以 只 要 验证 每 一 个 主 理想 
(2) 的 因子 个 数 的 有 限 性 即 趾 .由 于 a|N(Ga) 所 以 (oa) (Na)) 及 
N(a} 二 和 N 为 一 个 有 理 和 整数 ,所 以 我 们 可 以 取 a 为 一 个 有 理 玫 数 . 

由 定理 69 可 知 一 个 理想 (N) 仅 能 被 那些 包含 N 的 理想 a 所 
整除 .现在 命 &= (a1,…,a;) 为 (N) 的 一 个 因子 .斯 以 N 属于 a， 
因为 我 们 取 a; 为 & 的 一 个 基 , 所 以 我 们 可 以 假定 7 所 .由 于 对 于 

(ays "sar)= ars: oN) 

= {al — Nae 一 Ray — NA N). 
我 们 来 证 明 1; 可 以 被 选 出 来 使 a, - MA; 属于 一 个 确定 的 有 限 值 
域 . 命 wa。 为 域 的 一 个 基 . 对 于 每 一 个 浆 数 ga = zlwl 十 … 十 
Yi ,显然 可 以 决定 一 个 整数 1 = jw 十 十 wrwn(Xi; 与 Wi 均 为 
有 理 整 数 ) 使 在 
a — NA = (xi Oo Narjwl + "+ (x, — Na) wn 

中 ,2 个 有 理 整数 r, 一 Nu; 属于 区 间 0,…,NN -1. 我们 暂时 称 这 
些 数 为 “ 既 约 modN" ,它们 共有 | NN1 个 相 异 者 .我 们 现在 取 4; 使 
所 有 数 a, -NA 都 既 约 modN ; 则 最 多 个 数 a; 一 Ni; 属于 一 个 
出 NN 决定 的 确定 有 限 数 集 ,所 以 它们 只 能 是 有 限 多 个 相 异 的 理想 
a; 即 (N) 具 有 有 限 多 个 因子 及 引 理 a 得 证 ,为 了 证 明 引 理 b, 命 
为 上 的 一 个 真 因子 , 风 a= 人 ,此 处 8 天 (1), cn. 则 5 不 能 以 为 因 
子 ,从 而 上 至少 比 a 人 少 一 个 因子 ， 

除非 a 本 身 即 (1) , 则 在 s 的 有 限 多 个 ,假定 为 mm ,因子 中 至 少 
有 一 个 素 理 想 .实际 上 ,由 引 理 bb 可 知 有 尽 可 能 少 的 因子 的 理想 显 
然 就 是 素 理想 , 所 以 我 们 可 以 从 = 中 分 离 出 一 个 素 理想 p1,a = 
p10; 此 处 a 最 多 只 有 mm 一 1 个 隆 {1) 的 因子 , 若 仍 有 i 关 (1), 则 
我 们 又 可 以 从 aj 中 分 离 出 一 个 素 理想 如 ,4 =Hpo0z ,其 中 oo 最 多 
只 有 zz 一 了 个 因子 和 尖 (1) ,如 此 等 等 . 由 于 总 ] ,0 总 是 具有 递减 
的 因子 个 数 , 所 以 经 有 限 步 又 之 后 ,这 一 过 程 必须 停止 ,最 后 达到 
中 = 人 1), 则 a=3p… 和 3 为 素 理想 乘积 之 表示 ,及 我 们 证 明了 
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定理 72{ 理 想 理论 的 基本 定理 ) K 中 每 一 个 异 于 (0) 与 (1) 
的 理想 都 可 以 惟一 地 ( 除 次 序 外 ) 裕 表示 为 素 理 想 之 磁 积 . 


$ 26. 基本 定理 的 首先 应 用 


我 们 立即 见 到 理想 的 这 个 定理 可 以 用 于 数 的 可 除 性 研究 ,全 
如 ,这 一 定理 可 以 给 出 决定 整数 a 基 否 能 被 整数 8 整除 的 一 个 全 
新 方法 .由 $24, 我 们 必须 研究 (a) 是 否 可 以 被 (8) 整 除 ,首先 我 们 
将 这 两 个 理想 分 解 为 相 异 素 理想 因子 之 积 ; 

Ca) = 科 122 各 (ai 守 人 0)， 
(8) = pop (bi 0). 

则 由 基本 定理 可 知 8 整除 a 当 目 仅 当 ai 一 66 这 0,i1=1,2,… ,上 ， 

定理 73 ”每 一 个 域 中 都 有 无 穷 多 个 素 理 想 . 

每 一 个 素数 5 定义 了 一 个 理想 (p), 进 而 言 之 , 若 记 与 9 为 互 
异 的 正 素 数 , 则 在 我 们 理想 理论 的 含义 下 ,(z,d)=1. 事 实 上 ,1 
出 现在 (pp,g) 的 线性 型 pr + gy 中 .所 以 同样 素 理 想 不 能 同时 整 
除 (p) 与 (9g); 因此 至 少 存在 与 正 素数 p 同样 多 的 素 理 想 . 

为 了 记号 的 简化 及 不 引起 误解 , 当 我 们 提 到 主 理想 (ae) 时 ,我 
们 就 省 去 括 红 , 但 我 们 要 牢记 在 心 者 为 由 两 个 理想 a 与 8 相等 ,这 
只 能 导致 :e = Bx 单 位 .同样 ,在 所 有 关于 (e) 的 可 除 性 陈述 中 ,我 
们 将 理想 换 成 了 数 x .因此 a 被 一 个 理想 a 整除 的 含义 为 (a) 可 也 
被 整除 .陈述 Ble 已 经 有 了 含义 , 它 由 我 们 较 早 说 的 实际 上 等 同 
于 (和 | 人 ao). 所 以 a1,…,a; 的 最 大 公 因 子 即 为 理想 4 = (ai,…， 
a,) , 若 这 个 理想 = (1), 则 我 们 称 这 些 数 el ,ar 互 到 .从 而 一 些 
数 互 素 的 充 要 条 件 为 包含 数 1, 即 存在 下 中 整数 4; 使 

AM1a1 二 AMAaaz 十 … 十 Aiar 一 卫 . 

由 alz 与 al8 可 知 对 于 所 有 天 中 的 整数 4 与 上 有 6laa + 

定理 74 ” 若 a 与 6 为 异 于 (0) 的 理想 , 则 总 存在 一 个 数 使 

(ow ,ab) = 站 ， 
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这 一 w 显然 有 一 个 分 解 w=&, 此 处 (rc,9)=1. 因 此 定理 断言 每 一 
个 理想 a 可 以 乘 以 一 个 与 已 给 理想 b 互 素 的 理想 (使 之 成 为 一 个 
主 理想 ， 

欲 证 定理 ,我 们 命 和 ,…,p, 为 整除 ab 的 相 异 素 理 想 ,及 合 
= 入 90ai20) .我们 由 
pe bi = gp1"p, (i = 1,°° ,7) 
定义 7 个 理想 负 ,…,b,. 则 %, 与 p; 互 素 , 代 包含 所 有 剩余 素 理 想 
», 且 较 a 中 的 竹 高 .因为 这 些 5; 的 总 体 是 互 素 的 ,所 以 有 生 中 
的 数 6. 使 

Bl+62t+6 =1. 

在 此 8 可 被 5 整除 ,因此 可 以 被 所 有 p(k 了 门 整 除 .从 而 由 于 1 
不 能 被 ?; 整除 ,所 以 人 不 能 被 p, 整除. 

我 们 决定 > 个 数 &i, 使 汰 :ja;, 但 pe“ 除 不 尽 a;, 这 是 显然 可 
能 的 : 只 需要 从 ?2 中 找 一 个 数 而 它 不 属于 婉 一 即 可 . 则 数 

ww = Ql + odo t+ tad, 

就 有 定理 74 所 说 的 性 质 .事实 上 ,每 一 个 素 理想 mm 在 r -1 个 被 
加 项 中 至 人 少 有 短 p%' ;而 在 i 项 被 加 项 中 ,正好 有 和 窜 知 ;从 而 mw 
正好 被 zr 整除 ,而 不 能 被 p; 的 更 高 次 轿 整 除 . 

取 避 本 身 为 一 个 主 理想 8, 它 被 a 整除 , 则 得 

定理 75 ”每 一 个 理想 a 可 以 被 表示 为 域 中 两 个 元 素 的 最 大 
公 因 子 :4= (mw， 有 )， 


§ 27. 同 余 式 与 剩余 类 模 理 想 
及 加 法 与 乘法 下 的 剩余 类 群 


我 们 现在 将 有 理 数论 中 同 余 式 的 概念 推进 至 理想 理论 . 因为 
只 需要 对 较 早 用 到 的 方法 做 一 点 修改 即 可 .从 而 我 们 很 简单 地 加 
以 处 理 . 

对 子 两 个 整数 a ,8 及 一 个 理想 a, 本 节 中 ,我 们 错 假 定 4 并 于 


327. 同 余 式 与 剩余 类 模 理 想 及 加 法 与 冬 法 下 的 剩余 类 群 。. 95 ， 


0, 则 
a 三 PB(mod a) (ea 同 余 于 8 mod a) 
的 会 义 是 
ala 一 月 . 

荷 4 队 不 尽 a 一 8B, 则 我 们 将 它 记 为 a 苦 B(mod 9). 

这 些 同 余 式 满足 2 中 所 述 关 于 有 理 数 域 同 余 式 的 同样 计算 
法 则 ,在 &«,8 与 a 都 是 有 理 数 , 则 它们 的 含义 与 过 去 完全 相同 . 

所 有 彼此 同 余 moda 的 数 构成 一 个 剩余 类 moda. 

定理 76 剩余 类 moda 的 个 数 是 有 限 的 . 若 将 剩余 类 个 数 记 
为 No) 及 条 ol ,ai 为 a 的 一 个 基 , 则 NN(a) = 
[A(as ,on ) /Aa | .对 于 主 理想 a=6, 则 Nl(a)= |N(a)|. 

0 的 数 构 成 域 中 所 有 整数 的 群 鲜 的 一 个 子 群 . 由 a 沁 定 的 贸 
中 相 异 陪 集 显然 构成 mod a 的 相 异 剩余 类 .所 以 不 同 剩余 类 mod a 
的 个 数 等 于 a 在 岛 中 的 指标 ,这 一 指标 是 有 限 的 .事实 上 ,因为 车 
a 是 a 中 任意 非 零 数 , 则 正 有 理 数 a = | N(a)| 亦 属于 a, 从 而 乘 
积 ax 域 中 任何 整 元 素 依 然 属 于 n, 困 此 按照 复合 , 依 群 论 的 会 义 
可 知 , 久 的 每 一 个 元 素 的 a 次 村 和 皆 属于 4. 因此 由 定理 40 可 知 指 
标 是 有 限 的 ; 将 它 记 为 N(a)ta 的 范 数 ). 若 a,…,a 为 4 的 一 个 
基 ,ol,…ew 为 岛 的 一 个 基 , 则 存在 一 个 方程 组 


a = ca (i = 工 
此 处 cj 为 有 理 整 数 ,及 由 定理 39 可 知行 列 式 |cx| 的 绝对 值 等 于 
指标 N{a) . 另 一 六 面 , 取 共 罗 即 得 
Afaleyo) = |csi A(w1,,w,), 
及 由 于 
4(olmr) = 过 天 1， 
所 以 
A(lals''', Rn) 
| 


Nia) = | 
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对 于 一 个 主 理想 (a) ,我们 显然 得 到 一 个 形 如 gw ，…, ow 的 基 ， 
所 以 
A(awls saw) = No)Alowy ,wa), Na} =|N(e)|. 
定理 78 已 给 a 与 8, 同 余 式 
at = P(rmod a) 
在 KK 中 有 整数 解 & 当 且 仅 当 (a,a)| 8, 兰 (a,n)=1, 则 解 就 被 完 
全 决定 mod a. 

车 我 们 开始 假定 (a,a) 1 及 命 & 过 N{q) 个 数 的 一 个 系 , 它 
们 互 不 同 余 mod a, 则 aéf 过 所 有 剩余 类 mod &. 事实 上 ,由 ok 三 
ata(mod a), 可 得 a|a(é&1 一 丰 ). 由 于 (Ce,a)= 二 1, 所 以 由 基本 定理 
我 们 必须 有 al 外 一 总 , 即 和 三 &,(mod a). 因此 在 所 有 数 zt 中 , 必 
有 一 个 来 自 户 所属 的 剩余 类 , 同 理 可 知 显然 解 被 惟一 确定 mod a. 

进而 言 之 ,车 我 们 现在 有 (a,a) =b 及 有 一 个 整数 名 满足 aéto 
圭 B8(mod 0), 则 aé&0 = 8+p. 此 处 a|p. 因 此 5|p 及 Db| ato 一 po, 即 
bip. 

反之 ,着 

v18, B= %, 
则 命 a = ba ,a= baz ,于 是 (ao =1 ,及 让 我 们 决 年 一 个 数 py = 
meat 使 (garbaz) = :从 而 (m,bo)=1. 事 实 上 ,由 定理 74 可 知 这 
是 可 能 的 .所 以 bai [mayb6, 因 此 a |jy8. 因 为 由 fn,02)=1 及 {a1， 
二 1 可 知 (p,02)== 《mail,02) = 二 所 以 由 刚才 证 明 的 事实 即 可 知 


/一 (rood @,) 


关于 可 解 .由 a1 pé 一 如 可 知 
ag2 | (opé 一 p88), 
即 
pa | Ca) (at — BY),baml malat 一 口 )， 
ba | m(aé - 8) ,ba laf 一 有 
(由 于 (m,baz)==1), 即 a# 夺 8B(mod a). 
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两 个 模 &a 同 余 的 数 与 a 有 相同 的 GCD, 所 以 这 一 性 质 是 整个 
剩余 类 的 一 个 性 质 .与 4 互 素 的 剩余 类 个 数 记 为 p(o)， 

定理 ?9 ”对 于 两 个 理想 a 与 ,我 们 总 有 

NO) = Na}N(D), 

命 a 为 一 个 可 以 被 a 整除 的 数 且 满足 (a ,26) 二 a 的 数 .者 我 
们 命 (i 二 1,2,…,N(b)) 经 过 一 个 完全 剩余 系 modb 及 命 吉 ( 上 
=1,2,…,N(0)) 经 过 一 个 完全 剩余 系 mod 4, 则 as + 办 中 没有 
两 个 数 是 互相 同 余 modab 的 . 另 一 方面 ,每 一 个 整数 o 必定 同 余 
于 os + 家 中 的 一 个 数 mod ab. 事 实 上 , 命 各 由 

Nh 三 plmod a) 
所 决定 ,然后 命 由 
at 三 pC— htmodabd) 
决定 .事实 上 ,由 于 (a,ab) =a 及 aip 一 各 ;所 以 由 定理 78 可 知 上 
面 的 同 余 式 可 解 及 二 可 以 由 modb 决定 ,从 而 可 以 取 作 .因此 
NaJNCO 个 数 of + 芭 构成 一 个 完全 剩余 系 mod ab 及 它 必 须 亦 
有 N(ab) 个 . 

定理 中 若 (a,b)=1, 则 g(ab) = gp(a)g(0) 及 一 般 言 之 有 

gla) = N(a} [[ (1 - IN (Gy)), 


pin 


此 处 mp 经 过 的 不 同 素 因子 . 

我 们 选取 a 满足 (a,ab) =a 及 8 满足 (8,ab)=6. 则 当 & 经 过 
一 个 完全 剩余 系 modb 及 7 经 过 一 个 完全 剩余 系 moda 时 ,ae + 
Bn 构成 一 个 完全 剩余 系 modab. 这 些 数 与 op 互 素 当 且 仅 当 (&,6) 
=1 及 (7,o = 一 1 

对 于 一 个 素 理想 5p 的 短 , 则 与 不 互 素 的 数 为 p 所 能 整除 
者 , 故 这 些 数 中 共有 N(p*!) = 二 (N(P))* 个 互 不 同 余 mod p*. 

gf) = NO) -NO = NCOP)*C1 — LAN(P)). 

定理 81 ”一 个 素 理想 p 的 范 数 为 某 一 个 有 理 案 数 p 的 二， 

N(p)= pf. 了 称 为 Pp 的 次 数 . 当 纪 为 一 个 有 理 素 数 时 ,理想 (pp) 最 
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名 能 分 解 为 n 个 因子 ， 

由 于 每 一 个 素 理想 # 整除 某 一 个 有 理 整 数 , 从 而 可 以 整除 基 
一 个 有 理 素 数 p ,假定 pip,p=P. 则 NN(p)=N(P)N(Q). 所 以 
有 理 整 数 NI(p) 可 以 整除 N(p)= pr" .因此 N(p}= pp! 及 [所 n, 若 
将 (p) 分 解 为 案 理 想 因 子 p = ppp…p;; 则 正 有 理 整 数 N {p41)… 
NI) 有 一 个 乘积 N(p)= pr" ,而 这 些 数 N(p;) 没 有 一 个 等 于 1; 
所 以 它们 的 全数 必须 委 半 . 

这 样 ,我 们 就 得 到 了 联系 域 的 次 数 与 域 中 数 的 基 他 性 质 的 少 
数 命题 之 一 .车 已 知 一 个 素数 p 在 一 个 域 中 分 解 为 & 个 理想 央 
子 , 则 域 的 次 数 至 少 = 上、 

如 同 关 于 有 理 素 数 的 定理 12 ,我 们 有 

定理 82 ”一 个 有 整 系数 a 模 一 个 素 理想 b 的 同 余 式 

了 二 全 | + om iT + oa, = 0(mody) 
最 多 只 有 mx 个 互 不 同 余 modsp 的 解 x. 

Na) 个 剩余 类 mod a 的 系 仍然 在 加 法 的 复合 下 构成 一 个 阿 
员 尔 群 ,其 中 两 个 整数 a 与 8 决定 了 它们 的 和 a + 上 所属 的 为 一 个 
类 mod oa, 这 一 个 类 仅 依 赖 于 类 & 与 8. 命 按 这 一 方法 定义 的 阶 为 
N (a) 的 阿 贝 尔 群 为 久 {a). 由 和 群 论 的 定理 19(4 = 互 ) 可 知 , 对 于 
所 有 a 皆 有 

av Ntaly = 0(mod a), 

此 处 单位 元 素 是 由 0 所 在 的 剩余 类 来 表示 的 .特别 对 于 a=1 时 
有 

N(a) = 0(moda). (42) 
一 般 言 之 , 群 久 (ao) 在 域 儿 (8) 中 不 是 循环 的 .例如 命 &= (ai :此 处 
a 为 一 个 正 有 理 整 数 .由 于 一 个 数 zw1+… 二 zwwon( 其 中 zz; 为 有 
理 整 数 及 ww; 为 域 的 一 个 基 )}) 可 以 被 a 整除 , 当 昌 仅 当 所 有 整数 z; 
由 可 以 被 ea 整除 . 所 以 璋 余 类 mod a 在 形 如 形式 x1wl 十 … 二 
ru 此 处 Dr<a, 的 数 中 恰好 出 现 一 次 .因此 对 于 a 的 每 一 
个 素 因 子 p, 正 好 有 » 个 基 类 ,其 阶 为 素数 p 之 宕 .进而 育 之 ,对 
于 素 理 想 p, 我 们 有 有 


$27. 同 余 式 与 剩余 类 模 理 想 及 吉 法 与 于 法 下 的 剩余 类 群 '，%9 ， 


定理 83 在 加 法 合成 之 下 ,剩余 类 群 modp 是 一 个 阶 为 
N(P?)= pr 的 阿 贝 尔 群 鲜 (p) 及 基 元 素 个 数 等 于 索 理 想 p 的 次 数 
1: 

由 于 P| 思 , 所 以 其 元 素 适 合同 余 式 

pa = 0(modp) 
的 剩余 类 个 数 等 于 全 部 剩余 类 个 数 , 即 p! .因此 ,由 定理 27 可 知 子 
等 于 基 元 素 个 数 .从 而 正好 有 Ff 个 元 素 wi,… ,wi 使 剩余 类 modp 
在 代表 TIWI 十 二 TF 中 正好 出 现 … 钦 ,此 处 有 理 整 数 TI; 适合 
不 等 式 0=r; < p. 

内 此 群 @@(p) 对 于 次 数 工 的 素 理想 而 且 仅 对 这 些 素 理想 才 吓 
循环 的 ,我 们 将 在 843 中 见 到 总 是 存在 无 穷 多 个 一 次 素 理 想 的 . 
这 对 于 数 域 的 研究 起 着 决定 性 的 作用 ， 

进而 言 之 ,与 a 互 素 的 剩余 类 moda 系 在 乘法 复合 之 下 均 成 
一 个 有 限 阿 贝尔 群 . 晤 个 与 a 互 素 的 数 ,8B, 由 其 乘积 决算 了 一 个 
类 a 8 mod aa, 它们 是 由 剩余 类 a 与 8 完全 地 决定 的 . 当然 仍然 与 
a 王 素 .因此 我 们 恰好 如 以 前 一 样 得 到 

定理 84 ”在 乘法 复合 之 下 ,与 x 互 素 的 剩余 类 mod a 构成 … 
个 阶 为 pta) 的 阿 贝 尔 群 ,我 们 将 这 一 群 记 为 Rta) .对 于 素 理 想 b， 
R(p) 是 循环 的 ， 

若 Rp) 的 所 有 类 均 由 一 个 数 p 的 知 次 生成 , 则 p 称 为 一 个 
原 根 modp. 

特别 对 于 一 个 素 理想 与 域 中 的 每 一 个 整数 a ,推广 的 费 己 


an = a (mod pp) 
成 立 . 
另 一 方 而 ,我 们 还 不 能 由 此 得 出 结论 , 即 所 有 群 避 (p*) 部 是 特 
环 的 . 
几 能 用 有 理 整 数 表示 出 来 的 咒 (p) 的 剩余 类 构成 只 人) 的 一 个 
子 群 ; 车 N (9) = pf, 则 这 些 类 为 1,2,…,p 一 1. 这些 数 是 互 不 同 
余 的 类 modp. 事实 上 , 若 一 个 有 理 整数 a 不 能 被 p 整除 , 则 在 
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1) 中 , 它 与 互 素 ; 所 以 1 在 形式 arf py 之 中 .从 而 在 KK 中 
(a) 与 (pp) 亦 互 素 ,因此 (a,p)=1 基 & 不 能 被 3 整除 .对 于 这 个 包 
含 p 一 1 个 元 素 的 子 群 中 的 每 一 个 类 A ,A? 为 单位 类 .由 于 区 个 
群 并 (yp) 是 循环 的 ,所 以 存在 不 多 于 p 一 1 个 类 CC 适合 C* '=1. 
因此 名 (p) 的 有 理 剩 余 类 构成 的 子 群 倡 间 于 pp 一 1 次 因为 单位 类 
的 类 群 .所 以 我 们 得 

定理 跨 ”一 个 数 a 同 余 于 一 个 有 理 数 modp 的 充 要 条 件 为 
oemodp) 


$ 28. 整 代数 系数 多 项 式 


在 结束 同 余 式 的 初等 考虑 时 ,我 们 来 考虑 函数 同 余 式 . 它们 在 
克 罗 内 克 给 出 的 理想 理论 基础 中 有 着 决定 性 作用 , 即使 在 今天 , 理 
想 理论 中 的 某 些 事实 仍 可 由 这 些 方法 最 简单 地 来 加 以 证 明 ， 

在 本 节 中 ,一 个 多项式 是 指 任 意 个 变量 x1,…, zz, 的 整 有 理 
函数 ,其 中 各 种 变量 的 宏 乘 积 的 系数 都 是 长 中 整数 . 

若 一 个 多 项 式 P(r1,… ,zm) 的 所 有 系数 都 可 以 被 4 整除 , 则 
称 它 =0(moda) .进而 言 之 , 若 卫 一 忆 寺 0(mod a), 则 称 这 两 个 多 
项 式 PP 与 Q 互相 同 余 moda. 对 于 常数 多 项 式 ,这 里 的 定义 与 数 的 
同 余 式 的 定义 是 一 致 的 . 

定理 86 若是 一 个 素 理 想 及 若 两 个 多 项 式 P 与 Q 之 乘积 
适合 

Plxis™™, zm) * Q(x , Tm) = Omod ?), 
则 其 中 至 少 有 一 个 多 项 式 寺 0(meod Pp). 

对 于 0 个 变量 的 多 项 式 , 即 对 于 常数 ,定理 显然 成 立 . 现在 我 
们 由 mx 过 滤 到 m+1 来 证 明定 理 一 般 地 成 立 . 假定 定理 对 m 个 
变量 或 更 少 个 变量 的 多 项 式 已 经 成 立 . 每 一 个 mx + 1 个 变量 的 多 
项 式 可 以 写成 形式 

P(xro,, Tm) = DroPil x 1 )}, 
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此 处 Pi 为 zt，…zm 的 多 项 式 .显然 P 三 0(modp) 即 表示 所 有 Pi 
二 0(mod 7) .假定 不 是 了 或 有 二 0(mod y), 则 不 失 一 般 性 ,我 们 将 
P 与 @ 换 成 这 样 的 多 项 式 , 它 们 与 P,Q 同 余 modp ,但 zo 的 最 高 
蜂 趟 同 余 于 零 . 车 最 高 项 为 zhP, (zxis", zm) 与 XQ (zx1,…， 
xm); 则 PQ 中 zo 的 最 高 项 等 于 x6 “PQ, 及 由 
Plxos ,Tm) * QTo ,Xn) SE Ol(mod ?pp) 

可 以 推出 

Pri Ta) QtrL ,Tm) = Omod p). 
由 于 在 此 我 们 处 理 的 是 mx 个 变量 的 多 项 式 , 所 以 至 少 有 一 个 因子 
必须 三 0(modp) .换言之 ,在 P(xo,…, xm) 或 在 Q(zo,… ,zm) 中 
均 没 有 一 项 ,它们 不 是 寺 0(modyp) 的 ,因此 在 P,Q 两 个 多 项 式 中 ， 
必须 有 一 个 圭 0(mod »)， 

进而 言 之 ,由 此 可 以 推出 车 py? 与 和 分别 为 素 理 想 p 可 以 整 
除 A(zitzo) 与 日 (zzn) 的 所 有 系数 的 最 高 竹 , 则 巡 … 
为 可 以 整除 ACz1,…, xm)*B(TI1,… ,zm) 的 所 有 系数 的 % 的 最 高 
瞧 ， 

欲 证 明 这 一 点 ,我 们 在 KK 中 选取 整数 aj,az 使 (ai/o2) 
A{x1,… ,wn) 为 一 个 多 项 式 ,其 系数 不 能 都 被 p 整除 ,为 此 目的 ， 
我 们 玻 

aa = ap ,al = am, 此 处 (a,p) = (mp) = 1. 
类 似 地 ,我 们 选取 整数 六,P 使 (PvP )BCzl,…,zo) 有 整 系数 ， 
它们 亦 不 能 都 被 p 整除 , 虫 定理 86 可 知 乘积 

2 ， 六 Ar ) + B{zrys stm) = Cr rm) 

az pb?2 
为 一 个 多 项 式 , 它 不 是 三 0{mod p), 而 A"B= (azB/a1B1)C 亦 有 
整 系数 ,由 于 数值 因子 为 e282/e1Pi, 所 以 “正好 是 能 整除 4*B 
的 p 的 最 高 究 . 

我 们 现在 来 定义 一 个 多 项 式 的 容 度 J(P), 它 为 一 个 理想 , 即 
多 项 式 的 系数 的 GCD. 则 由 已 经 证 明 过 的 事实 可 得 
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定理 87 两 个 多 项 式 弱 积 的 容 度 等 于 这 两 个 因子 容 度 之 积 . 
为 此 ,我 们 可 得 相当 加 强 的 殉 罗 内 克 定 理 67 及 高 斯 宪 理 13 
关于 多 个 变量 及 在 任意 代数 数 域 中 的 推广 . 
如 果 在 一 个 正确 的 多 项 式 同 余 式 mod a 中 ,我 们 将 变量 x ,… 
换 成 堪 到 的 上 属于 的 整数 , 则 显然 获得 一 个 到 中 整数 之 固 的 正 
确 数值 同 余 式 moda. 最 后 由 于 对 每 一 个 整数 a 篆 有 
ent = a (mod np), (43) 
可 得 
P(r: NO 一 PP( ， (modp)， 
(44) 
对 于 和 仅 有 一 项 的 多 项 式 , 则 最 然 由 (43) 式 可 知 (44) 式 成 立 .假定 对 
于 最 多 只 含 《 项 的 多 项 式 已 经 被 证 明 . 现 在 者 G 是 这 样 一 个 多 项 
式 及 a 为 KK 中 任意 整数 , 则 对 于 每 一 个 正 有 理 素 数 p， 


(Gr ra) + or An)t OF + oth rin (modp), 


在 此 用 到 二 项 式 系数 | 2 | 的 性 质 ,从 而 上 面 方程 的 两 端 之 差 仅 合 
可 被 p 整除 之 系数 . 

不 断 提升 上 面 同 余 式 的 次 方 宕 可 知 对 于 每 一 个 正 整数 让 
均 有 

{如 十 qr) = ed 上 ae Te (modp). 
若 素 理想 p 整除 训 , 则 这 一 同 余 式 亦 正 确 modb. 若 N(p) = pi, 则 
由 于 我 们 关于 0 的 假定 可 知 论断 (44) 式 关于 括 弧 中 最 多 只 有 
+ 1 项 的 多 项 式 亦 成 立 ,从 而 一 般 地 (44) 式 均 成 立 . 


$ 29. 有 理 素数 的 第 一 型 分 解 定律 : 
二 次 域 中 的 分 解 


当 我 们 存 $27 中 建立 了 有 理 素 数 与 一 个 代数 数 万 中 素 理 想 


§ 29, 有 理 素 数 的 第 一 型 分 解 定 律 ; 二 次 域 中 的 分 解 ， 103 、 


的 联系 后 ,这 种 关系 准确 性 质 的 问题 就 自然 地 产生 了 .我 们 对 于 下 
面 三 点 很 感 兴趣 : 

(1) 在 一 个 给 定数 域 中 有 多 少 不 同 素 理 想 可 以 整除 一 个 给 定 
的 有 理 索 数 ? 

(2) 这 些 素 理 想 的 次 数 是 什么 ? 

(3) 它们 的 什么 寄 可 以 整除 p? 

我 们 首先 提 及 关于 (3 的 很 一 般 的 结果 . 它 应 归功 于 戴 德 金 : 
素 理 想 整 除 域 的 判别 式 有 这 样 的 特征 即 它们 及 仅 人 奴 它 们 可 被 商 于 
一 次 的 素 理想 戎 整除 . (比较 § 36,38). 

男 一 方面 ,我 们 可 以 问答 人 1) 与 (2) 的 知识 是 非常 有 限 的 ,这 时 
我 们 仅 能 对 于 非常 特殊 的 代数 数 域 给 出 素 理 想 整 除 某 素 数 pb 的 
个 数 与 次 数 .如 朵 代数 中 的 定义 ,这 种 域 完 全 被 它们 的 “ 傣 罗 真 群 ， 
性 质 所 刻画 外 . 因此 我 们 现在 希望 熟悉 的 两 种 形式 上 完全 要 于 的 
分 解 定律 出 现 了 .对 于 剩 下 的 域 这 时 我 们 还 完全 没有 想法 ,即使 是 
在 这 些 域 中 成 立 的 渐 近 性 质 的 分 解 定 律 让 然 . 

在 研究 两 种 已 知 类 型 的 域 之 前 ,我 们 对 伽 罗 甩 束 作 一 个 一 盘 
的 注 记 . 

域 中 的 每 一 个 理想 a= (a ,…,a;) 决 定 nn 个 理想 系 QH = 
1,2,…,n). 即 将 a 中 的 所 有 的 数 换 成 同样 上 标的 共 辐 数 ; 显然 有 有 
a 一 (ql ,… ,a ). 这 个 理想 构成 a 的 其 罗 理 想 .由 定理 55 
可 知 若 将 同 余 式 中 所 有 的 数 孝 换 成 对 应 的 共 斩 数 , 则 每 一 个 正确 
的 同 余 式 仍 正确 . 

在 一 个 怖 罗 山 域 中 (820 未 ) ,由 于 共 辊 理想 背 属 于 同一 域 
中 ,所 以 它们 可 以 咎 此 相 乘 . 因此 我 们 有 

定理 8。” 对 于 爷 罗 瑟 域 的 每 一 个 理想 n. 主 理想 (ta 力 二 
qa 下 ( 试 比较 定理 107). 

为 了 证 明 这 一 定理 ,我 们 由 一 个 新 变量 x 及 a 一 (al,… ,a)， 


中 这些 域 的 生成 元 可 以 用 逐 饮 根 导 米 表 示 . 对 应 的 方程 为 所 滑 有 部 系 数 的 代数 
中 解 方 程 . 
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构成 多 项 式 
P(x)}= oar+arr :++ or’, 


此 处 系数 的 GCD=a. 山 共 思 多 项 式 之 飞 积 


f(r) = Hf 工 十 * +a Dr ) 


是 一 个 有 理 整 系数 多 项 式 ， 若 我 们 将 其 GCD 认为 ,此 处 a 是 一 
个 有 理 整 数 . 由 于 1 是 (1/a)f(zr) 系 数 的 线性 组 合 , 所 以 理想 (a) 
亦 是 系数 的 GCD 作为 所 考虑 域 的 一 个 理想 .因此 由 定理 87 可 知 


qt la tm] = {a). 
共 氏 显 然 有 相等 的 区 数 ,从 而 应 用 
N(a Dy- NGC) =-{ Nat 一 N((a)) 二 lal” 


则 得 
Na) =+a, (Na = (4) = abDat2) ny, 

对 于 每 一 个 7 成立. 定理 证 完 . 这 个 关系 式 证 明了 互 不 同 余 的 元 素 
moda 的 个 数 的 范 数 名 称 的 正确 . 

特别 ,对 于 次 数 了 的 紊 理想 有 

p= NG) = pp 

从 而 , 除 共 辊 素 理 想 之 外 ,没有 了 ;进而 译 之 ， 
若 p 不 能 被 任何 素 理想 平方 整除 , 则 在 pn ,…,p' 中 每 一 个 重 
复 了 次 及 pp 为 n 个 共 轿 来 理想 pi 中居 = ， /个 不 同 来 理想 之 和 
各 . 

因此 若 一 个 匣 罗 瓦 城 中 有 一 个 有 理 素数 p 是 上 个 互 异 素 理 
想 之 积 , 则 这 些 素 理想 为 共 轿 的 且 有 同样 的 次 数 了 = 并 ,从 而 蕊 
是 4 的 一 个 因子 . 

我 们 现在 转 而 研究 二 次 数 域 .不 失 一 般 性 ,我 们 可 以 假定 七 征 
由 一 个 方程 z? 一 DD=0 的 根 生成 的 ,此 姓 DD 是 一 个 ( 正 的 或 负 的 ) 
除 1 之 外 不 能 被 任何 平方 数 整 除 的 有 理 整 数 ,这 一 域 K(YD ) 是 
全 罗 下 域 ; 它 的 数 可 以 惟一 地 被 写成 形式 

二 区 十 yD, 

此 处 x ,y 为 有 理 数 ,其 中 v 卫 为 两 个 根 中 的 一 个 任意 固定 值 .全 
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的 莽 印 记 为 e , 则 
a =r- yD,(a) =a. 
& 为 一 个 整数 的 充 要 条 件 为 
人 十 ee 县 oo 

均 为 整数 . 

若 2x 与 x* 一 Dy” 为 整数 , 则 由 于 假定 DD 无 平方 因子 ,所 以 yy 
与 六 可 以 有 不 超过 2 之 分 母 .车 我 们 置 x= 4 这,y 二 vw2, 其 中 ， 
v 为 有 理 整数 , 则 

u? — Dv = 0 (mod4). 

车 DD 志 2 或 3meod4), 则 由 于 - -个 平 六 仪 可 能 同 余 于 0 或 Lmod 4， 
出 明显 地 得 出 zs,zm 缘 为 偶数 ; 从 而 +,y 都 是 整数 . 行 卫 三 
1tmod4) , 册 22mlmnod2). 因 此 老 

(ay DP=2,3(mod4):ae=z+yvDizyy 痢 是 整数 ; Kv DD) 
的 一 个 基 为 1,DD 及 判别 式 为 4 =4D. 

(b) D1l(mod 4)}:a=g tv(l+v D/A;g= (4 v/v 
为 整数 ; K(Y 万 ) 的 一 个 基 为 1,(1+Y 了 ) 太 判 别 式 为 4 =DD. 

因此 在 任何 情况 下 ,各 4 为 判别 式 , 则 

1,4 5 

为 一 个 基 , 事实 上 ,这 两 个 数 都 是 整数 而 且 它 们 的 判别 式 等 于 4. 
我 们 现在 来 证 明 分 解 定理 : 

定理 89 命 p 为 一 个 有 理 素数 它 不 能 整除 &, 则 当 同 余 式 

7* = d(mod 4p) {45) 

有 有 理 整数 解 + 时 , 在 域 Ktv 9G) 中 分 解 为 两 个 相 异 的 素 理 想 
pp ,车 同 余 式 无 解 , 则 p 在 K (va) 中 是 一 个 素 理 想 . 

若 p 为 一 个 不 能 整除 4 的 素数 ,及 它 在 K(v de ) 中 分 解 , 则 它 
仅 能 分 解 为 次 数 为 工 的 素 因 子 p,p .由 定理 85 可 知 ,K 中 每 一 个 
整数 同 余 于 一 个 有 理 数 mod p, 记 以 存在 一 个 有 理 整 数 x 使 


d+wvd 


5 (mod p). 


Fr 二 
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2r — dd = d (mod 2p), 

(2r — dy = d{mod 4p). 
进而 言 之 ,这 一 有 理 数 之 间 的 同 余 式 mod4p 亦 真 . 因此 x =2r 一 
“4 是 (45) 式 的 一 个 解 .理想 


ee 
显然 可 以 被 p 整除 及 
ma = (pplr at), py - 4d), Qr— dd) 
= (bp ,(; ~ Ld),(, 4 ,2 


上 和 式 后 面 这 个 理想 =(1) .事实 上 ,这 个 理想 包括 p 及 第 二 个 数 己 
第 三 个 数 之 差 , 即 V qd ;从 而 这 个 理想 包括 两 个 互 素 的 数 p 与 4 .最 
后 由 此 得 到 


?= (pr - ta 


这 两 个 素 理想 是 万 异 的 ,事实 上 ,(p,p ) 包 含 两 个 互 泰 的 数 pp,d 
反之 ,车 xz 是 (45) 的 一 个 解 , 则 


ri+vad 
2 


i 二 


显然 是 一 个 整数 ; 进而 言 之 ,由 于 (tw 一 w )/p)*= dAp* 不 是 整 
数 , 所 以 不 是 一 个 整数 ,因此 ,由 于 pp 财 不 尽心 或 m ,但 世 除 
得 尽 wo , 即 p 不 能 是 一 个 素 理 想 . 因此 由 上 述 可 知 它 在 K{y ad) 
中 可 以 分 解 为 两 个 互 异 素 因 了 于. 

进而 吉之 ,着 9 是 4 的 一 个 毒素 因子 , 则 理想 


0 


oe vd 4 a{d 
单 = qq sa ,ee 240). 
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rei 


由 判别 式 4 的 定义 可 知 d(aq 一 1)/4g 不 能 被 go 整除 , 即 4 (a - 
1)/4g 与 9 互 素 ,从 而 中 =g 及 9 为 整除 g 的 惟一 素 理想 . 
最 后 , 当 4 为 偶数 时 ,2 亦 为 素 理 想 之 平方 4: 当 DD= 
2(mod 4) 时 ,q= (2,YD) 或 当 吃 ==3(mod 4) 时 ,q=(2,1+wD)， 
由 于 g 寺 0 或 1(mod4) ,如 果 我 们 记 住 由 全 14 可知 (45) 式 关 
于 一 个 奇 素数 p 可 解 是 等 价 于 y* 寺 4d (modp ) 的 可 解 性 的 , 则 我 们 
定理 和 0 苦 户 是 一 个 奇 素数 , 则 在 一 个 有 判别 式 4 的 二 次 
域 中 


当 ($ )=1 时 ,可 以 分 解 为 两 个 次 数 为 1 的 互 异 因子 . 

[| =0 时 ,p 可 以 分 解 为 两 个 次 数 为 1 的 相同 因子 . 

当 [ = -1 时 ,p 本身 就 是 一 个 素 理想 (次 数 为 2). 

当 do 为 奇数 及 二 次 剩余 mod8 时 ,素数 2 可 以 分 解 为 嘎 个 相 
异 因子 ; 当 a 为 奇数 及 二 次 非 剩 余 mod 8 时 ,2 本 身 就 是 一 个 素 
理想 . 若 a 为 偶数 , 则 2 就 是 一 个 平方 ， 

8$ 30, 有 理 素数 的 第 二 型 分 解 定 理 : 
域 K(e”™”) 中 的 分 解 

我 们 现在 来 研究 由 mm 次 单位 根 生成 的 域 ,此 处 m 为 一 个 有 

理 整 数 沁 2. zn 次 单位 根 为 x” 一 1 二 0 的 个 根 ,所 以 它们 是 代数 


整数 .本 原 mx 次 单位 根 则 为 g(rmj) 个 数 em ,此 处 (am) 一 1 
这 些 数 不 是 低 次 的 单位 根 .如 果 我 们 构成 


g(x) = lI (x* — 1), 


则 g(x) 的 .个 根 亦 为 F(z)= x” 一 1 的 一 个 很 当 且 仅 当 它 不 是 


1 _ 
F(z) = [此 处 d(xz) = (f(x),g(z)) 


: 108 ， 第 五 章 代数 数 二 的 - 般 算 术 


一 一 一 一 一 一 


为 一 个 有 理 整 系数 多 项 式 , 其 根 都 是 本 原 mm 次 单位 根 .最 后 ,由 于 
在 本 原 m 次 单位 根 中 ,每 一 个 根 都 是 其 他 根 的 里, 所 以 域 
K{e 7 次 一 个 次 数 五 过 pp(m) 的 催 罗 压 数 域 , (次 数 怡 好 为 
{ni); 即 (xz) 是 不 可 约 的 ,这 一 事实 在 本 节 并 不 需要 ,而 这 将 在 
$ 43 作为 一 个 推论 性 结果 出 现 . ) 

我 们 置 £= e 生 和 ?并 铭记 于 心 , 按 照 定理 64 的 证 明 KK《&} 中 
所 有 的 整数 都 可 以 惟一 地 定 表 未 为 

w= rotritd+t +rnit, 

此 处 7; 为 有 理 数 ,其 分 续 皆 为 某 固定 整数 DD 的 因子 ,其 中 万 即 为 
Ffz) 的 判别 式 ， 

现在 命 p 为 一 个 不 能 整除 了 的 有 理 素 数 , 及 命 D' 由 DD 志 
1(mod p) 决 定 , 则 可 见 在 KK(8) 中 ,每 一 个 剩余 类 mod p 里 , 必 存 
在 数 使 Fs Fs … 为 有 理 整 数 . 事实 上 ,对 于 每 一 个 整数 名 有 

w = DD'wt{ mod p). 

及 由 上 述 可 见 PP; 为 整数 .因此 在 研究 时, 我们 不 需要 首先 
构造 域 的 一 个 基 . 

引 理 ” 若 p 为 除 不 尽 刀 * m 的 一 个 素数 , 则 对 于 域 & 45) 的 
每 一 个 整数 w 有 | 


wf = wmodp), 
在 此 f 为 满足 fp! 三 1(modm) 的 最 小 正 指数 . 
在 证 明峰 ,我 们 在 所 在 的 征 余 类 中 选取 mw 为 

中 一 cg 二 ait 二 人 

其 中 a, 为 有 理 整 数 . 则 出 (44) 式 可 知 , 对 于 &(H) 上 的 整 多 项 式 
Or) = Cg 十 在 [| 放 十 十 CT 
我 们 有 钞 数 同 余 式 ; 
QL)? = QT) (modp) 

或 更 一 般 地 

(QF = Q(x ) (modp). 
如 果 我 们 将 z 换 成 一 个 代数 数 ?, 则 由 育 数 同 余 式 即 得 到 一 个 正 


8 30. 有 理 素 数 的 第 二 型 分 解 定理 ; 城 Kes 和 所) 中 的 分 解 ，109 ， 


确 的 数值 同 余 式 . 引 理 证 完 ， 
定理 91 ”着 素 数 p 不 能 整除 思 ' xm , 则 户 不 能 被 和 05) 中 一 
个 素 理想 的 平方 整除 . 
若 依 | 六, 刚 我 们 取 一 个 数 名, 它 可 以 被 Pp 整除 ,但 不 能 被 六 
整 踪 .于 是 由 引 理 可 知 
wf = w{modp’). 


由 于 如 六 2, 所 以 oz 二 0(mod 她 ) ,从 而 
w=0(mody). 

这 与 假设 相 政 盾 ， 

定理 92 。 苦 素 数 p 不 能 整除 吕 ' mx, 及 若是 满足 p/ 三 . 
1(modrm ) 的 最 小 下 指数 , 则 p 在 上 K(E) 中 正好 分 解 为 e=h/AF 个 
相生 的 素 因 子 : 每 一 个 有 次 数 六 . 

若 P 为 2 的 一 个 次 数 为 的 素 因 子 , 则 由 (443) 式 可 知 对 于 
K(8}) 中 每 一 个 整数 w 有 


op = w{mod yp), (46) 
及 对 于 小 于 六 的 整数 ,这 一 同 余 式 不 会 对 每 一 个 w 都 对 .所 以 由 
引 理 可 知 有 i 所 了 . 另 一 方面 ,对 于 w=, 则 由 (46) 式 可 让 
"= E{mod p). 
这 时 ,我 们 必须 有 三 1(modrm) ,否则 党 将 为 一 个 异 于 的 杰 


次 单位 根 及 央 " -将 为 F(z) 的 判别 式 D 的 一 个 因子 ,从 而 ?为 
D 的 一 个 因子 ,这 与 假设 相 矛 盾 . 

由 于 pns1l(modm) 及 万 二 六 所 以 由 也 之 定义 可 知 六 = 方 ， 

由 定理 91 可 知 , 可 以 整除 p 的 共 斩 素 理想 仅 有 次数 1, 而 由 
§ 29 之 注 记 可 知 ,p 止 好 分 解 为 hxF 个 因子 .定理 证 完 . 

域 K(5) 与 上 (1) 上 的 璋 余 类 群 mod m 紧密 相 联 .在 K(5) 中 
间 一 剩余 类 modrm 的 素数 分 解 正好 是 有 相同 的 途径 一 一 除去 有 
限 多 个 俩 外 ,在 以 后 的 人 入 中 ,我 们 将 要 证 明 域 K(8) 的 次 数 为 
gn) ,从 而 与 (1) 中 的 群 贺 (m) 的 次 数 相同 .最 后 ,我 们 仅 叙述 
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而 未 子 证 明 , 即 K(E) 的 所 谓 徊 罗 瓦 群 同 构 于 群 和 R(xm ). 

基于 这 些 理由 ,KK(%) 被 称 作 类 域 , 它 属 二 有 理 数 归 于 剩余 类 
modzz 的 分 类 ， 

由 分 圆 数 理论 可 知 K(E} 包 售 一 个 或 多 个 二 次 域 及 每 一 个 二 
次 域 亦 总 是 伟 于 一 个 K(E) 之 中 , 则 我 们 见 到 ,由 K(8) 中 的 分 解 
定律 可 以 推出 它 在 每 一 个 于 域 中 的 分 解 定 理 , 由 这 一 途径 ,对 于 二 
次 域 ,我 们 得 到 与 前 一 节 所 述 的 完全 不 同 的 分 解 定律 .这 两 者 之 比 
较 导 致 了 $16 提 到 的 二 次 互 反 律 史 的 证 明 ， 


$31. 分 式 理 想 
我 们 现在 引进 分 式 理想 可 能 包括 域 的 非 整 数 数 系 及 当 它 


们 仪 包含 整数 时 , 即 与 直至 现在 所 讨论 的 理想 是 一 致 的 . 

从 今 以 后 , 域 的 一 个 整数 或 分 数 系 5S, 若 满足 下 面条 件 就 称 为 
一 个 理想 : 

(1) 当 a 与 8 属于 S 时 ,Xe + ptB 亦 属 于 S$, 此 处 和 4 与 为 KK 
中 的 任意 整数 ， 

(2) 存在 一 个 固定 非 零 整 数 v 使 乘积 (vw x 5 的 每 一 个 数 ) 为 
一 个 整数 . 

仅 含 整 数 的 理想 称 为 整理 想 , 其 他 的 理想 称 为 分 式 理想 . 否 两 
个 理想 包含 相同 的 数 , 则 称 它 们 相等 

定理 93 ”等 一 个 理想 6 都 是 一 个 线性 型 

S101 + "+ pr 

的 值 域 ,此 处 o1,…,p, 为 9 中 某 些 整 数 或 分 数 ,而 过 KK 中 所 有 
整数 ,我 们 记 4== (pr,… ,pr)， 

命 适合 (2), 则 v 与 8 中 数 的 乘积 显然 构成 一 个 整理 想 a = 


二 


中 ”一 次 下 反 律 的 这 个 证 明 的 想法 来 源 王 克 男 内 克 , 试 比较 硕 水 们 特 代 教 束 赴 理 
论 报 告 81422 中 这 个 证 明 的 表述 ,这 -- 证 明 在 本 书 中 玉 采 用 .这 个 联系 主要 在 三 次 单位 
根 生 成 的 城 扩 ( v3) 中 显示 .在 此 分 解 定律 的 两 种 形式 均 成 立 . 


8$31. 分 式 理 想 .111- 


一 一 一 


一  - 一 


(al ya ,从 而 


站 二 《RAT )， 

蔡 ol :ay 为 整理 想 a 的 基 , 及 若 我 们 将 gs 当成 一 个 无 限 阿 
页 尔 群 , 则 an,ayxo 显然 是 9 的 一 个 基 ， 

如 同 定 头 整 理想 之 积 一样 , 可 以 定义 两 个 理想 = (yl,…， 
7,) 与 r=(p1,… ;Pi) 之 积 为 

ar 三 Ce YD ), 

这 一 乘积 亦 是 可 交换 的 与 可 结合 的 .每 一 个 理想 g 关 {0) 可 以 乘 以 
一 个 适当 的 整理 想 (o) 使 之 成 为 一 个 整理 想 , 从 而 夷 以 ' 一 个 这 当 
的 整理 想 可 以 使 之 成 为 一 个 主 理想 (6w)， 

着 g 关 (0), 则 由 9r=an 可 得 ?=n. 

证 明 可 以 避 字 逐 句 照抄 定理 68 的 证 明 ， 

若 a 与 为 任意 理想 ,9 天 (0) , 则 正好 存在 一 个 z 使 

dT 三 总 ， 

我 们 记 r=92791; 并 称 了 为 ww 与 的 商 .这 一 记号 只 有 当 g 关 (0) 
时 才 有 意义 ， 

让 我 们 选取 a 天 (10)] 便 ug = (为 一 个 主 理想 ; 有 所 以 Cw) 关 
(0). 才 ag = (p141,… ,py) ,我 们 置 


r= (人 ,| 


则 gqz 一 Cw)r 二 aQiT,92 = 二 iT; 及 由 前 所 述 可 知 + 是 惟一 决定 的 . 
方程 aA6 二 c/a 则 等 价 于 ad = Be ; 特别 对 于 理想 x 隆 (0) 有 
a = am/bm,a/(l) = a,m/m = (1). 
因此 每 一 个 理想 都 可 以 表示 为 两 个 互 素 整 理想 之 商 ,如 同 数 一 样 ， 
我 们 将 称 它 们 为 分 子 与 分 母 . 特别 每 … 个 分 式 主 理想 w 亦 可 以 表 
示 为 整理 想 之 商 . 我 们 仍 用 一 个 方程 
中 一 和 


和 


来 表示 ,而 将 括 叶 省 略 了 . 
对 于 分 式 理 想 , 我 们 仍 希 望 有 可 除 性 , 即 ljb 或 整除 之 侣 
义 表示 bm 为 -个 整理 想 , 若 a 与 6 为 整理 想 , 则 这 个 定义 与 以 前 
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关于 可 除 性 的 和 定义 是 一 -至 航 . 

因此 ,-- 个 整数 属于 一 个 理想 9 当量 仪 当 (w) 吕 以 被 a 整 
除 , 即 (w) 有 一 个 分 解 


-一 -一 一 -一 一 一 一 一 一 = 一 一 一 


(w) = mg， 
此 处 为 一 个 整理 想 ， 
从 和 而 荆 属 于 所 有 这 种 理想 ,它们 是 整理 想 a 之 图 数 , 即 它们 等 
于 31 丸 , 而 上 仅 仪 属于 这 种 理想 ， 
若 一 个 理想 8 可 以 被 表示 为 两 个 互 素 理想 a 与 6 之 商 , 则 我 
们 可 以 定 头 9 的 芳 数 ; 
AN = NO ， 则 处 9 = ab. 
若 a,b 不 互 素 ,或 它们 为 分 式 理 想 , 上 面 的 方程 仍 成 立 . 我们 还 有 
N (Wt) = N(QD) Ng2). 
关于 基 与 范 数 , 仍 有 下 面 的 关系 式 : 
若 a1,…,a; 为 8 的 一 个 基 , 则 
A{ajs ,ar) 
六 (9) = /3 
欲 证 明 (47} 式 ,我 们 取 一 个 整数 w 关 0 使 vg 为 一 个 整理 想 b, 它 有 
基 ,Bs 则 BLO… ,Bs/v 为 9 的 一 个 基 及 


B.A 
a 总 ys 
Na 


Nt | CoilvY az sd 


(47) 


$ 32. 关于 线性 型 的 闵可夫 斯 基 定 理 


在 代数 数论 往 后 的 发 展 中 , 量 的 概念 将 起 本 质 和 作用 ,而 早先 则 
每 件 事 都 依赖 于 可 除 性 概念 及 形式 的 代数 过 程 . 在 此 最 重要 的 方 
法 为 线性 不 等 式 关 于 有 理 整 数 的 可 解 性 定理 .这 可 以 追溯 到 和 狄 利 
克 雷 而 后 被 闵可夫 斯 基 作 了 相当 大 地 推广 与 精密 化 , 这 一 定理 及 
其 证 明 非 常 独立 于 以 前 处 理 过 的 理论 .现在 陈述 于 下 : 

定理 94 ”假定 我 们 有 % 个 线性 齐 次 表达 式 


§ 和 2. 关于 线性 型 的 国 可 去 斯 基 定 理 .1343 


Lx) = 2 mt (p = 1,2,°",n), 
此 处 ap 为 实数 及 行列 式 吕 = | am | 不 等 于 0. 我 们 还 及 个 正 量 
x ，"… Kn， 它们 满足 
rx1 * kak | 
则 恒 存 在 * 个 不 全 为 0 的 有 理 整 数 xz1,… ,x 满足 
{Ls Cr) | x, (p= 1,2,.,n). (48) 
证 明 将 接 闵 可 夫 斯 基 对 于 数 的 几何 的 贡献 的 思路 来 进行 .我 
们 首先 要 问 “ 若 * 个 不 等 式 {48) 式 没有 有 型 整数 解 ze 天 0, 则 关于 
量 «, 我 们 能 说 些 什 么 ?” 我 们 将 证 明 是 在 条 件 kt wx2… ,<< 
| 五 | 之 下 . 
为 此 目的 ,我 们 考虑 n 维 空间 具有 笛 卡 尔 坐 标 xz1，,…, x, 的 
超 平行 多 面体 
[Lz) | (p= 1,2,…,n), 
而 日 想像 癌 样 平行 于 自己 的 趋 平行 多 面体 使 这 一 超 平行 多 面体 之 
中 心 点 0,…,0 对 应 于 所 有 的 格子 点 g1,… ,gy ;此 人 处 g; 经 过 所 有 
有 理 整数 .这 样 一 来 ,我 们 有 无 穷 多 个 超 平行 多 面体 1。 。 如 
下 : 


L(x- 8) (p= 1,2, 4) 
若 (48) 式 无 解 , 则 没有 两 个 超 平行 多 面体 会 有 一 个 公共 点 .事实 
上 , 若 点 (z) 属 于 两 个 超 平行 多 面体 上 。.。 与 让 …。 ,出 
出 


由 此 
-学 Lolx 一 人 ) 安 守 


与 


相 减 即 得 
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|Lalg 一 £8) | Kps 

即 (48) 式 有 一 个 解 x = gg,. 

轩 此 属于 一 个 确定 的 超 立 方 体 ; .x | 志 L(gq=1,2,…,n) 的 所 
有 | 之 体积 必须 小 于 超 立方 体 之 体积 (2L)", 由 此 立即 得 到 我 
们 的 断言 .事实 上 ,我们 首先 命 c 为 一 个 数 使 初始 图 形 |[ .之 
点 的 坐标 的 绝对 值 扫 c. 则 所 有 满足 

| 本 | 过 二 (gq=1,2,.,n) 

之 |。.。 均 属于 超 立 方 体 | zol 委 工 + 5. 这 是 由 于 从 


Le(z 一 8)| 扩 学 与 189| 委 工 ,可 知 | zo = | -gt+g,| 气 


[og4| +1g4| 所 c+ 上 ,所 以 若 工 是 一 个 正 有 理 整 数 , 则 共有 
(2L+1)" 个 这 种 [| ，..。 及 它们 的 总 体积 为 


(2L + DY A (2L + 2c)", 
此 处 为 单个 ] 的 体积 . 除 以 L”, 并 取 极 限 L->oo, 则 得 
jl. 
另 一 方面 ,我 们 有 


了 一 | | aaa 


| ty | 所 认 


1 
= TDT | | ayirway, 
| 


2 
D : 

因此 若 这 些 不 等 式 除 0,…, 站 之 外 无 整数 解 , 则 jj wo 扫 
[万 | .在 这 一 断言 中 ,不 等 号 过 必须 成 立 . 这 是 因为 对 于 An 
无 解 , 由 连续 竹 可 知 对 于 上 略 大 一 点 的 x 之 值 仍然 无 解 ,及 x 之 习 
积 仍 然 雪 口 .所 以 原来 的 上 之 乘积 必须 < | 万 | 

由 此 我 们 证 明了 车“ 之 乘积 等 于 |DD| 或 于 大 一 些 , 则 不 等 式 
{48) 式 必须 有 一 个 整数 解 ， 
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- 一 


以 后 ,我 们 将 取 Lpkz) 为 一 个 线性 型 的 共 钨 及 允许 复数 系 
数 .对 上 面 定理 作 -- 些 简单 的 奖 正 , 则 得 

定理 号 命 已 给 x 个 有 实数 或 复数 系数 的 线性 型 LL,(.r) = 
> or = ,22z) 其 系数 行列 式 D0. 进 听 言 之 ,着 一 个 
型 不 是 实 的 ， 我 们 假定 这 一 型 的 复 上 共 软 型 办 在 L,(x) 中 ,最 后 命 

ex 为 正 量 满足 重工 (z) 与 Letz) 为 复 共 因 型 ,就 有 xu = 
。 风 存 在 非 全 0 的 有 理 整 数 zx, 使 当 

PT iD| 
时 书 
[Lo(x) | (p= 1,2,..",n). 

欲 证 这 一 定理 ,我 们 将 型 系 L,(z) 换 成 一 个 实 型 系 L(x) 如 
下 : 即 L,(z) 的 实 部 与 虚 部 各 自 加 以 考虑 .着 Lokz) 为 实 型 , 则 我 
们 取 工 ,(xz)= LL,(z); 男 一 方面 ,大 L(x) 与 L(x) 为 复 共 胃 型 ， 
其 中 a < 之 8, 妈 我 们 置 

L(x) = Fe) eles, 


在 后 一 种 情况 下 ,我 们 定义 


Lat xr) Le Lalx) 


此 
及 为 一 方面 ,在 第 一 种 情况 下 , 则 
Kp = Kp. 
于 是 实 型 系 L' 显 然 有 行列 式 品 ; 
1D |=2 "|D|, 
此 处 x; 为 工 ,(x) 中 复 共 固 型 的 对 数 . 当 rx1…x% 衬 1D'1 时 ,存在 
非 全 为 0 的 有 理 整 数 r 使 
jz nx, (p= 1,2,.",n). 
对 于 一 个 非 实 型 L(xz), 我 们 有 
Lx)|? = L2(Cr) +t LF) EE K+ KY = Ks 


[| 


各 
1 
I 
mw 
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:一 ~ 


故 得 定理 . 


$ 33. 理想 类 类群 与 理想 数 


我 们 现在 可 以 来 处 理 在 $23 刚 开始 讲理 想 理论 时 提出 来 的 
问题 了 , 即 我 们 可 以 研究 一 个 域 所 有 的 理想 总 可 以 被 一 些 数 来 表 
未 的 问题 ,其 中 这 些 数 或 许 属于 另外 的 域 . 为 此 目的 ,我 们 引进 等 
价 的 概念 及 由 此 将 KK 中 所 有 理想 分 类 如 下 : 

定义 ”车 两 个 整理 想 或 分 式 理想 a,b 仪 相 差 一 个 主 建 想 因 
子 , 即 存在 一 个 ( 整 或 分 式 ) 主 理想 (w) 才 (0) 使 


. 二 wb, 
则 称 a,b 等 性 ,并 用 记号 
上 一 
记 之 ， 
等 价 的 概念 有 下 面 的 性 质 ; 
(1) a~a. 


(2) 由 a 一 6 可 得 出 $9 一 a. 

(3} 由 ab 及 8 一 可 担 6 一 (. 

(4) 由 a~6 可 得 oe~ 隐 及 车 tc 隆 (0), 则 其 道 亦 真 . 

等 价 于 一 个 固定 a 的 所 有 理想 的 全 体 构 成 一 个 理想 类 . 特别 
所 有 主 理想 ( 隆 人 0) 是 互相 等 价 的 ,他 们 构成 主 类 . 

由 (4) 可 知 类 可 以 立即 纳入 一 个 阿 册 尔 群 之 中 ,车 我 们 将 a 与 
b 分 别 理 解 为 类 A 与 B 的 任何 理想 , 刘 由 (4) 可 知 ab 属于 仪 由 及 
与 B 决定 的 类 而 下 依赖 于 类 中 与 6 的 选取 .我 们 记 ab 所 在 的 类 
为 AB, 从 而 我 们 定义 了 理想 类 的 复合 ,在 这 一 复合 之 下 ,理想 类 
构成 了 一 个 (有 限 或 无 限 ) 阿 贝尔 群 , 称 之 为 域 & 的 类 群 .其 单位 
元 为 主 类 . 

由 理想 到 理想 类 的 推移 正好 对 应 于 由 数 到 剩余 类 关于 一 个 模 
的 推移 .事实 上 ,KK 中 去 0 的 整 与 分 式 理想 在 通常 乘法 之 下 构成 一 
个 克 限 阿 贝 尔 群 (在 $11 的 含义 下 这 个 群 有 一 个 无 穷 儿 元素 的 
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某 , 即 所 有 素 理想 集合 ). 这 个 群 叶 含有 所 有 主 理想 去 0 所 成 的 子 
祥 .我们 记 这 一 子 群 为 名 ,进而 言 之 ,上 面 定义 的 类 群 显然 为 商 群 
/AN. 实际 上 , 它 的 元 素 为 不 同 的 陪 集 , 它 们 包含 所 有 只 相差 一 个 
的 元 素 的 理想 , 即 相差 一 个 主 理想 因子 . 

数论 的 主要 内 容 之 一 为 研究 这 些 类 群 较 好 的 结构 . 他们 在 天 
中 数 的 几乎 所 有 命题 中 都 起 着 本 质 作 用 .我 们 关于 一 般 域 中 ,类 群 
的 知识 仍然 极为 稀少 .我 们 将 最 重要 的 一 般 结果 陈述 于 下 面 定理 
之 中 : 

定理 9% 在 天 的 每 一 个 理想 类 中 皆 存 在 一 个 范 数 去 
/3 | 的 整理 想 .因此 K 中 理想 类 数 是 有 限 的 . 

欲 证 明定 理 ,我 们 命 & 为 类 B- ! 中 一 个 整理 想 ,其 中 B 为 任 
给 的 类 . 若 wj,…,w, 表示 a 的 一 个 基 , 则 出 定理 95 可 知 存 在 非 全 
为 0 的 有 理 整 数 满足 


， 
iw ?l= | Darl |, 
£=1 


此 处 A=A(al… ,an) = Nav a 为 a 的 判别 式 .因此 关于 这 些 
w 中 之 积 , 我 们 有 


No) 过 141= NG Iyal. (49) 
由 定义 可 知 w 为 一 个 可 被 整除 的 非 零 整数 ;因此 w 有 一 个 分 解 
tw 二 ob, 


此 处 6 是 某 一 个 整理 想 , 由 于 ab~~(1), 所 以 6 位 于 B 之 道 类 8B 
之 中 ,因此 由 (49) 式 避 知 
| NG 和 vd， (50) 

定理 的 第 - -部 分 得 证 . 

由 $27,(42) 式 相知 范 数 为 给 定数 z 的 整理 想 只 有 有 限 多 
个 ,这 是 由 于 它们 必定 是 (z) 的 因 于 .从 而 当 范 数 为 有理 整数 时 只 
有 有 限 多 个 整理 想 ,其 范 数 在 给 定 界 之 内 .因此 仅 有 有 限 多 个 整理 
想 6 潢 足 条 件 (50) 式 ; 即 KK 中 相 异 理想 类 的 个 数 是 有 限 的 ， 

今后 将 以 表示 类 数 .由 于 的 有 限 性 ,我 们 立即 由 定理 21 
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推出 : 
定理 97 ”KK 中 每 -- 个 理想 的 次 笑 是 一 个 主 是 想 . 
由 此 我 们 可 以 最 终 证 明 § 24 中 所 述 的 命题 ， 
定理 昭 ”对 于 KK 中 每 个 理想 n, 皆 存在 一 个 一 般 不 属于 天 
的 数 4 使 a 的 数 恒 同 于 域 KK 中 被 A 整除 的 全 体 数 . 
由 定理 97 可知 at 等 于 一 个 主 理想 (w). 今 往 证 明 数 4 =Ya 
出 有 所 述 性 质 . 因 为 当 a 为 a 中 一 个 数 时 ,af 刷 于 ,从 而 二 /ow 
为 一 个 整数 及 a Nw 二 a/ 有 A 为 -个 整数 ， 
反之 ,车 a 是 域 的 一 个 数 满足 a/4 为 一 个 整数 , 则 eye 为 
一 个 整数 , 苑 af /of 为 一 个 整理 想 , 由 基本 定理 可 知 ea 评 是 -- 个 
整理 想 , 即 a 属于 &. 
由 于 理想 类 的 群 性 质 可 知 ,表示 域 久 中 所 有 理想 的 诸 数 A 可 
以 选 自 关于 KK 有 相对 次 数 上 的 一 个 域 . 实际 土 ,我 们 用 下 面 的 途 
径 : 若 记 >1, 则 作为 一 个 有 限 阿 贝尔 群 , 类 群 有 一 个 基 , 即 类 ， 
B1,…, Bm, 它们 的 阶 分 别 为 cl, :cm ,车 我 们 在 每 一 个 类 中 选取 
一 个 理想 b,(q 二 1,…, mm), 则 由 基 的 定义 可 知 每 一 个 理想 « 正好 
等 价 于 一 个 大 乘积 
的 (Dro < cas = [sim), (51) 
即 若 在 
8 = pb be (52) 
中 ,我 们 命 数 e 过 域 中 所 有 非 相 伴 数 及 xz 过 所 有 满 是 条件 (51) 式 
的 有 理 整数 时 , 则 我 们 得 所 有 理想 g( 整 与 分 式 的 } 正 好 一 次 .因此 
车 对 于 每 - -个 b, ,我 们 按照 定理 98 决定 一 个 数 B, ,此 处 
B, = VB,， br = (By, 
则 显然 对 于 形 如 (32) 式 的 每 一 个 中 缘 对 应 一 个 数 
一 80， (53) 
使 g 的 数 恒 同 于 域 中 被 矿 整 除 的 那些 数 . 若 在 {53) 式 中 ,我 们 命 e 
经 过 域 中 所 有 数 , 包 括 相 伴 数 , 则 我 们 得 到 一 个 数 系 , 我 们 称 之 域 
K 的 理想 数 系 , 与 理想 类 相对 应 ,这 一 数 系 分 拆 为 理想 数 的 产 个 
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类 .得 一 类 包含 数 (53) 式 ,其 中 指数 系 zo 是 相同 的 及 同一 类 的 所 
有 数 集 (0 含 于 其 中 ) 在 加 法 与 减法 之 下 是 闭 的 .所 有 非 零 理想 数 
在 乘法 与 除法 之 下 亦 是 财 的 .在 这 种 含义 下 , 开 中 每 一 个 理想 是 
真正 可 以 被 定理 98 含义 下 的 一 个 数 来 表示 了 . 

这 种 表示 在 较 近 期 的 解析 数论 研究 中 有 着 特 萄 曹 要 性 ,最 要 
紧 的 是 我 们 需要 明确 指出 关于 K 有 次 数 的 数 域 K(Bl,…, 5B, ) 
一 般 说 来 并 不 异同 于 所 谓 的 KK 的 希 尔 介 特 类 域 . 


$34. 单位 及 关于 基本 单位 数 的 一 个 上 工 


本 节 及 下 一 节 , 我 们 将 证 明 以 后 才 明 确 叙 述 的 狄 利克 雷 的 一 
条 基本 定理 ,从 而 得 到 域 KK 中 单位 的 一 个 完整 面 犁 .一 般 说 来 ,天 
中 存在 无 穷 多 个 单位 ,这 与 必须 引进 理想 概念 一 样 , 它 是 区 别 高 次 
代数 数 域 与 有 理 数 感 的 第 二 个 本 质 的 准则 . 

首先 ,下 中 所 有 单位 的 集合 显然 在 乘法 复 台 之 下 构成 一 个 阿 

页 尔 样 . 命 将 所 有 半 位 构成 的 这 个 群 记 作 仿 . 所 有 KK 中 单位 根 所 

成 的 群 为 骂 , 它 是 僵 的 一 个 子 群 ,其 中 至 少 含有 两 个 元 素 , 即 土 1. 

引 理 a KK 中 最 多 只 有 有 限 个 整数 ,它们 及 其 共 罗 数 的 绝对 
值 不 超过 一 个 给 予 的 当 数 .车 一 个 整数 的 所 有 共 簿 的 绝对 值 都 等 
于 1, 则 这 个 整数 就 是 单位 根 . 

假定 当 i=1,2,…,n 村,K 中 整数 e 适合 不 等 式 | a 忆 | 委 C. 
则 出 此 立即 推 知 e 司 的 韧 等 对 称 函 数 的 绝对 值 不 超过 一 个 仅 依 赖 
于 CC 与 n 的 上 界 .这 些 哺 数 均 取 有 有理 整 数值 及 它们 为 以 a 中 为 根 
的 n 次 方程 的 系数 ;所 以 只 有 有 限 多 种 可 能 的 系数 选取 ,因此 只 
有 有 限 多 个 方程 其 根 为 整数 ,并 且 全 部 根 的 绝对 值 都 所 CC. 

进 认 诗 之, 若 a 为 K 中 一 个 整数 及 当 i=1,…,n 村 |a'0|= 
1, 则 对 于 所 有 无 窃 多 个 办 af(o =1,2,…) 亦 有 这 一 性 奈 . 由 了 刚才 
证 明 过 的 ,它们 不 能 都 相 导 ,所 以 有 某 第 a =1, 即 a 为 一 个 单位 
根 . 
定理 归于 中 所 有 单位 根 的 群 电 是 有 限 的 ,实际 上 ,这 是 
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一 个 阶 w 衬 2 的 循环 群 ， 

由 于 所 有 单位 根 , 连 同人 他们 的 共 谣 部 有 绝对 值 1, 所 以 山 5 引 
理 a 好 可 知 第 一 个 论断 成 立 , 进而 言 之 , 若 p 是 一 个 可 以 整除 骂 
阶 的 素数 , 则 xz? =1 的 解数 等 于 p!, 从 而 由 定理 28 可 知 群 骂 属 
于 p 的 基数 等 于 1. 因 此 群 是 循环 的 . 

为 了 进一步 的 研究 ,我 们 引信 域 K' 站 的 一 个 固定 编号 , 命 6 
为 域 K 的 一 个 生成 元 ,并 息 定 其 共 轿 之 中 ,98,03 ，…, 9‘ 为 实 
的 ,其 余 的 27; 个 8'?} 是 非 实 的 .事实 上 ,假定 

ptr 为 tp) 的 复 共 斩 , 户 = ri 十 1,… ,ri + ry 

用 $19 可 知 ,这 一 编导 对 于 所 有 天 中 数 的 共 思 亦 然 , 所 以 对 于 天 
中 每 一 个 数 a ,出 a 定 的 及 

| att+o | = | 人 | 太 一 71 十 二 7 十 7 (54) 
最 后 ,我 们 定义 

1， 当 p= 1,2,, rl, 
所 以 
pr 一 I， 

我 们 现在 的 且 标 为 下 面 的 犹 利 殉 雷 基 本 定理 ， 

定理 100 下 中 所 有 单位 构成 的 群 久 有 一 个 有 限 基 . 进 而 言 
之 ,这 一 基 止 好 含有 >=ri+ rs 一 1 个 无 限 阶 元 素 , 其 他 基 元 则 为 
单位 根 . 

因此 这 意味 着 :存在 >+1 个 单位 车 而 六, 此 处 二 是 一 个 
单位 根 ,使 域 的 每 一 个 单位 在 形式 

¢ 二 全 和 
中 正好 出 现 一 次 ,此 处 ai,…:ar 为 所 有 有 理 整数 及 a 仅 可 取 值 
0,1,…, 友 一 1 这 > 个 单位 说 六 称 为 域 的 基本 单位 . 

作为 证 明 的 准备 ,我 们 将 在 本 节 及 下 一 节 讲 一 些 东 西 .我 们 回 

忆 一 下 ,上 个 无 穷 阶 的 单位 ej ,…,es( 即 不 属于 对 者 ) 称 为 在 群 论 
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含义 下 蚌 独 立 的 .如 采 关 系 式 

el ee = 二， (55) 
此 处 a; 为 有 理 整数 , 仅 当 aj=…=a;=0 时 成 并, 而 县 由 (55) 式 
妈 可 知 对 于 记 有 共 示 , 亦 有 类 似 关 系 ,所 以 


“es el | 1 (= 1,2,.,n) 


中 


或 


> ookgle5 |=0 (56) 
(在 此 对 数 音 为 取 实 值 }). 反 之 ,出 引 理 a 可知 从 ($6) 式 对 于 有 理 整 
数 & 及 i =1,2,…,n 成 立即 可 知 e1,… ,ss 不 能 是 独立 的 .事实 
上 , 数 
外 1 EM 
属于 K 的 一 个 整数 , 它 与 其 共 轿 均 有 钨 对 值 1. 所 以 它 是 一 个 单 
Oe 但 从 > 个 方程 


D>», i =1,2 r+r2-1 (57) 


(对 于 某 些 y ) 立 即 可 知 对 于 其 余 指 标 i= 六 + 7 这 些 方程 
的 真实 性 .事实 上 ,由 于 sw 是 一 个 单位 及 


> elogls |=0 (oa = 1,2,…, 卡 )， 


办 一 上 


所 以 


er gs = 一 > 3 ynlog| er | = 


对 i 二 ri1+ rz 亦 成 立 ， 状 而 出 (54) 式 可 知 它 对 于 i= 
,nt 时 成 立 .从 而 下 个 单位 681,… ,ex 是 独立 的 当 旦 仅 当 上 个 
未 yi: 和 的 rx 个 线形 齐 次 方程 


Dvnioal el =0 (i= 1,2,..,7) (58) 


除 y=0 之 外 无 有 理 整 数 解 Y. 
其 次 ,我们 由 下 面 引 理 来 求 得 独立 单位 个 数 的 一 个 上 界 ， 
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引 理 b 若 对 于 在 个 单位 sl,，…el 及 某 些 不 全 为 0 的 实数 
个 关系 式 成 立 , 则 + 个 这 种 关系 对 于 不 全 为 0 的 有 理 整 数 
亦 成 立 . 
显然 全 要 对 于 非 尝 位 根 之 症 信 来 证 加 下 理 嗓 是 ， 假定 我 们 选 
取 9 ,使 单位 si ,si 的 > 个 方程 
Sanjoal ed | =0 (i = 1,: 7) 
仅 当 wa =， er 1 = -0 时 成 立 及 对于 a 个 单位 之 问 有 非 人 为 0 
al 0 (= 1,.,7) (59) 
成 立 .内 此 2 oh, 及 关于 g 的 假定 ,我 们 必须 有 PB 关 0 及 (59) 
式 中 g 一 1 个 商 B81.7B,,…,B,_17B, 被 惟 一 确定 , 知 能 证 明 9 一 1 个 
商 记 /AB (m= 二 1,2,…,g 一 1) 都 是 有 理 数 , 则 引 理 bb 得 证 . 
着 我 们 佣 
已 =—a, (m= 1,2,.,9g 7 1), 
则 须 验 证 x 个 方程 
log| sw | = 2 anog| er | = 1,2,…,n). (60) 
更 一 般 些 ， 我 们 考虑 所 有 单位 ? ,其 对 数 可 以 表 成 形式 


log | 四 ) | = Splogl es i {i = 1,2,"",n), (61) 


其 中 p,, 为 实数 . 若 这 种 表示 是 可 能 的 ， 出 po 由 ;惟一 确定 (因为 
关于 gq 的 假设 ). 由 现在 这 里 的 数 系 (61,…,p,-1) 中 仅 有 有 限 多 
个 ,其 元 素 岁 有 绝对 值 <1. 事 实 上 ,对 应 的 mn 有 


el a1 | liogley | 和 = 1,2,…,n), 


而 由 引 理 a 可 知 域 中 内 1 有 有 限 多 个 整数 共有 这 一 一 性 质 . 命 日 表示 
满足 | 6; | 过! 的 不 同 数 系 p 的 个 数 . 男 一 方面 ,(61) 式 中 出 现 的 数 
系 (o1，…,po-1) 有 这 样 的 性 质 , 即 当 (pi,…,p,-;) 属 于 (61) 式 则 ， 


$ 34, 单位 及 关于 基本 单位 数 的 一 个 上 界 . 123 ， 


(Noi ~ ni1, Np2 一 mp 一 2- 

亦 然 , 此 处 N ,ni,az，…na-1 为 有 理 整数 . 对 于 每 一 个 N ,可 以 选 
到 mg-1 司 所 有 | Np; 一 2 | 和 1 人 2 成立 ,及 对 于 不 同 的 NN , 若 
1 为 无 理 数 , 则 Nol | 恒 取 相 异 值 . 因此 存在 无 穷 多 组 数 系 
(pol 站) 此 处 1e 之 1. 这 与 上 面 证 明 过 的 事实 相 矛 盾 , 因此 
aol, 同样 p2。,… ,po -1 都 不 能 是 无 理 数 , 所 有 (60) 式 中 的 ao 都 是 有 
理 数 . 引 理 证 完 . 

进 面 言 之 ,我 们 同时 得 知 ,关于 可 能 出 现 十 p,, 中 的 分 母 ,总 
是 存在 一 个 锣 定 的 仅 依赖 于 sl ,……sy -1 但 不 依赖 于 (61) 式 中 的 x 
的 有 理 整 数 M 隆 0 使 Mo, 为 有 理 整 数 .用 简略 的 记号 ,着 pi 有 形 
式 二 太 , 其 中 心 ,8>0) 为 有 理 整 数 , 则 在 | No 一 ni1| 中 正好 有 。 
个 互 异 数 <1, 即 [01 一 t 汉 .所 以 二 不 超过 上 面 定 祥 过 的 
日, 即 适 合 所 有 | p; | <1 的 整 系 (Cp1,…, po-1) 个 数 ;所 以 五 1 el 为 
一 个 整数 ， 辐 此 我 们 可 以 取 M= 互 !. 从 而 我 们 证 明了 ， 

引 理 e 假定 1 ，…,&4 为 单位 使 > 个 方程 


Daloele |=0 (i = 12 ,y) 


仅 当 y=0 成 立 ， 其 中 yy 为 实数 , 则 存在 一 个 固定 的 有 理 整 数 
M 关 0 使 仅 当 Mo,, 为 一 个 有 理 整 数 时 ,x 个 表达 式 
之 pnlog| e 

此 处 ) 是 天 中 一 个 单位 ， 

进 币 言 之 ,出 引 理 b 与 = 可知 无 限 阶 独立 单位 的 个 数 天 最 多 
为 >. 事 实 上 , 若 有 &>r, 则 有 个 本 知 量 71…3 的 > 个 实 系数 线性 
章 次 方程 组 (58) 式 总 有 洋 非 零 之 解 . 

而 且 由 引 理 c 我 们 还 有 ; 

引 理 9 所 有 单位 的 群 @ 有 一 个 有 限 基 ,无 限 阶 基 元 素 个 数 
kr, 

欲 证 引 理 ,我 们 命 1 ,…,e, 为 个 无 限 阶 单位 而 且 假 定 不 存 
在 &+1 个 无 限 阶 独立 元 素 . 因 此 由 引 理 b 与 可 知 对 于 天 的 每 


| = log| 7 (= 二 2 
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一 个 单位 ? ,方程 组 
iog|3 = 过 gs | (= 1,2,,7) 
成 立 ,此 处 M 为 某 一 个 正 有 理 整 数 及 go 为 有 理 整 数 .所 以 由 引 
理 a 可 稳 
一 eles" emt, 
此 处 8 为 的 一 个 单位 根 , 即 一 个 w 次 单位 根 . 因 此 
= eS M eg MM ebe Me , 
50 = em 

其 中 x 为 有 理 整 数 .我 们 现在 来 考虑 Dk +1 个 数 

Hl 二 el Hi 二 ei, Hir! = to 
的 军 乘 积 的 全 体 , 其 中 根 式 需 取 任意 固定 值 . 这些 数 的 集合 构成 一 
个 (混合 ) 的 阿 册 尔 群 ,并 以 巨 !，,… ,Hi+1 为 一 个 基 , 由 已 经 证 明 者 
可 知 KK 中 所 有 单位 的 群 久 作 为 一 个 子 群 含 于 其 中 .由 于 每 一 个 
元 案 的 M 次 军 均 属于 包 , 所 以 全 是 一 个 有 限 指标 的 子 群 .因此 由 
定理 34 可 知 久 亦 有 一 个 有 限 基 ,而 且 全 的 无 限 阶 基 元 素 个 数 
< .在 任何 情况 下 ,所 有 单位 的 w 次 星 , 从 而 上 个 独立 单位 
ev ,，…,e” 都 是 在 这 些 无 跟 阶 基 元 素 的 硕 乘 积 之 中 .所 以 基 元 素 个 
数 正 好 = 不. 引 理 d 证 完 . 


$ 35. 关于 基本 单位 准确 个 数 的 犹 利克 雷 定理 


为 了 给 出 犹 利克 雷 定理 100 一 个 完整 的 证 明 , 我 们 仍 必须 验 
证 数 & 正好 等 于 x = r1+ r 一 | 但 至 今 只 郑 道 它 所 :rr- 


由 于 aa = ri+2r2ir= 六 (n+rD) 一 1 所 以 当 r 二 0 即 得 n+ 
r1=2, 即 n=2,71=0 或 n=1,7;=1. 这 两 种 情况 分 别 为 虚 二 次 
域 与 有 理 数 域 这 一 平 几 情 况 . 


D 在 此 我 们 回忆 一 下 名 22 中 关于 一 个 基 存 在 性 验证 的 类 似 方 法 . 


$ 35, 关于 基本 单位 准确 个 数 的 犹 利克 雷 定理 ，125 ， 


引 理 a 知 r>=0, 则 群 铝 恒 同 于 天 中 单位 概 群 吸 ， 

在 虚 二 次 域 中 ,由 N(s)= 士 1 立即 得 至 sst2 = 上 ,及 由 于 
| = | se:| ,这 个 单位 及 共 罗 均 有 绝对 值 1, 所 以 这 .-- 单 位 是 
单位 根 . 

引 理 b 阁 7 交 0, 则 对 于 每 一 组 非 全 为 0 的 实数 cj ,…,c, 委 
存在 一 个 单位 8 满足 

L(e) = cjlog|e'D|+ calogl et |+ :+ ,logle'™ | 0. 
这 个 犹 利克 雷 思 想 链 中 的 第 二 个 重要 结论 含 于 闵可夫 斯 基 的 定理 
95 之 中 ， 
若 x1，… ,Kn 为 4 个 正 量 满足 
wi + a = | 
Kptr, = Kps p= ritl,,ritr2, 
则 由 定理 95 可 知 有 一 个 中 非 零 整数 a( 央 此 其 范 数 至 少 有 绝对 
值 1) 满 足 
la x 1=12,.n, lIN(ia)|Sd. 


量 


从 而 


Lt -一 一 
a > ma Ta [aT 


~ 此 _ 起 
ee 一 [va 
(进而 言 之 ,我 们 可 得 | #| 1, 香 则 车 la|=1, 则 所 有 这 些 不 等 式 
均 须 取 等 号 ). 对 于 这 个 数 a ,表达 式 
二 Ce = > cog eta | 
满足 


1E(e) - > cvlgm 去 > |en logl val < A， 
此 处 4 的 选取 不 依赖 于 rz 与 上 ,rr 个 量 xj,…,k, 为 正 数 , 而 且 可 以 
任意 选取 ,从 而 我 们 可 以 找到 一 个 数 系 序列 kt ，… ,w= 二 1， 
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> elogxt) = 241 (下 三 1;2，…)， 
及 对 于 对 应 于 a ,我们 有 
|L(as) -2Ah|< AA, 
A(2A — DD) < La) < At2h + 1). 
从 而 
Lla) < La 妇 工 (a3i < , (62) 
但 同时 有 
IN(a) | |Val. 
无 穷 多 个 这 种 主 理想 (a ) ,其 范 数 不 大 于 va ,不 能 所 有 都 是 年 异 
的 ;所 以 至 少 存在 2 个 互 异 的 指标 有 与 使 
Can) = (am)， 从 而 a = sak， 
此 处 = 是 下 中 一 个 单位 .出 (2) 式 可 知 
L{ias) A Llan) = Lea;), 
L(le) = Ll(sa) — Lias) A DO. 
从 而 引 理 b 得 证 .由 此 我 们 得 到 
引 理 c 蔡 >>0, 则 域 中 独立 单位 的 个 数 关 正好 = ， 
由 引 理 b 可 知 存在 一 个 单位 满足 


log| ei"| 关 0. 
若 >>1, 则 同样 有 一 个 sz 满足 
iog|e | log|e | 
log|e?” | log|e2 | 
如 此 等 等 .因此 由 引 理 b 可 知 存在 7 个 单位 e1,…,, 使 行列 式 
log| se | …logls | | 
2 |...log ec 人 2) 


log | E1 z0 


ge 


log| si 


中 36. 差 积 与 判别 式 ，127 ， 


由 这 一 行列 式 非 零 立即 导出 这 些 单位 都 不 是 单位 根 ,同时 7 ，…， 
7; 的 线性 齐 次 方程 组 


Sy logle®| =0 (i= 1,2,.,r) 

只 有 一 个 解 Yi =…= 7, =0. 所 以 由 前 节 证 明 过 的 定理 可 知 无 限 
阶 的 独立 单位 个 数 直 正好 为 >, 与 前 面 引 理 相 联系 可 知 狄 利克 雷 
单位 根 定理 即 定理 100 得 证 . 

由 $11, 定 理 38 立即 可 见 在 K 中 两 个 单位 系 : m1,…, 才 与 
el 之 间 , 形 如 

n= Féinmi gm. Edm (Cm = 1,2,..,r) 

的 方程 成 立 , 此 处 5, 为 单位 根 ,而 a 为 有 行列 式 + 1 的 有 理 整 
数 ,因此 对 于 玉 的 每 一 个 基本 单位 系 , 行 列 式 


iog| ni "jlog| 9 | 


log| 7 | log| 7.” | 
的 绝对 值 有 同样 的 非 零 值 ;因此 这 个 值 是 域 的 常数 . 
行列 式 
eilog| 3 | …eilog| 9 


| 
二 
0 


|. | 


eriog| vi evlog| Pr 
的 绝对 值 R 称 为 域 K 的 调整 子 R. 


$ 36. 差 积 与 判别 式 


本 节 我 们 将 关注 域 的 判别 式 4 的 较 深 刻 的 性 质 .至今 4 是 相 
当 形 式 地 定义 为 域 的 -一 个 基 的 行列 式 ;我 们 现在 企图 找 一 个 基于 
内 萄 性 质 的 4 的 定义 , 蕊 将 有 利于 被 推广 至 相对 域 (§ 38). 

我 们 首先 定义 K' 中 数 a' 的 差 积 为 数 
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TT 


Sfata) 一 bi (at 加 qn) ). 


请 关 记 
硅 下 (zr) 为 一 个 有 理 整 系数 且 首 项 系数 为 1 的 ?次 多 项 式 ,已 有 
六 个 根 at ,at 出 显 然 
dla) = F(a), (63) 
所 以 ,8(a( 站 ) 是 KK( 四 中 的 一 个 数 及 由 定理 和 可知 它 等 于 0 当量 
仅 当 a 蚌 一 个 低 于 x 次 的 数 .我 们 得 a 的 判别 式 
dla) = | (az 人) _ ot) )2 — [一 "D2N(S(Ca)) 


之 值 . 
现在 命 a( 关 0) 为 KR 的 任意 理想 , 它 有 基 让 1] nn- 
定理 101 KK 中 的 数 ) 使 


下 


S(ia) = >iatpiata = 整数 {64) 


21 
对 所 有 a 中 数 第 成 立 的 集合 构成 一 个 理想 mn. 在 此 ma 为 一 个 外 
立 于 6 的 理想 , 它 仪 由 域 K 决定 ,及 它 为 一 个 整理 想 b 之 道 .i 的 
一 个 基 由 x 个 数 户 ,…, 记 构成 ,它们 仅 由 共 罗 及 方程 
Sioa) = ex (isk = 1,2,.…,n) 

决定 ,此 处 当 i 二 时 ,e; = 1, 否则 ej =0. 

证 具有 性 质 (64) 式 的 数 4 不 会 有 任意 大 的 理想 分 他. 事实 
上 ,我们 的 假定 相当 于 x 个 方程 

SAar? = gi (k= 1,,n), 
此 处 gi 为 有 理 整 数 . 由 4 中、… ,A 的 个 线性 方程 可 得 4 中 为 
两 个 行列 式 之 商 . 分 母 是 一 个 a 的 固定 行列 式 , 它 等 于 
Najv a .分 子 为 as? 的 一 个 整 多 项 式 ,从 而 有 一 个 仅 依赖 于 a 
的 整数 mw 使 a 为 一 个 整数 .进而 言 之 , 若 14 与 4; 属于 4 的 这 个 
集合 , 则 对 于 所 有 整数 与 , 护 可知 &1a ,a 仍 属于 理想 a; 所 以 
116I + 2 环 坊 于 4 的 集合 ,从 而 
S(CAEL + AB )a) 二 号 (ACT (AoEoe 

亦 为 一 个 整数 .由 多 31 可 知 这 个 集合 是 一 个 理想 , 它 依 赖 于 a, 我 


§ 36. 差 积 与 判别 式 ”. 129 ， 


———. 


们 记 之 为 m= mta). 进 而 言 之 ,我 们 有 amla)=m(1), 这 是 独立 于 
t 的 .事实 上 ,车 4 履 于 mta), 则 对 于 每 一 个 整数 &,S(hmt) 仍 为 
一 个 整数 , 即 Aa; 性 于 mm{1). 反 之 , 若 上 4 属于 mt1) 及 01,…,p; 表 
示 1A 的 一 个 基 , 则 aps 为 整数 ,从 而 SCppra) 为 一 个 整数 , 即 jy 
与 17 中 每 一 个 数 之 乘积 属于 in( 的 ,所 以 王 属 于 unda) 

由 于 数 1 明显 地 属于 m(1) ,所 以 ml) 是 一 个 整理 想 9 之 逆 ， 
从 而 


m= ma) = 证， 


此 处 5 是 独立 于 ua 的 一 个 整理 想 ， 
最 后 ,者 我 们 由 惟一 地 可 解 方 穆 组 


gg) = es tisk = 1,2,.… ,7) (65) 
万 =1 
来 定义 22 个 数 让 ”及 若 我 们 置 


Sita) = gi (k= 1,2,.…,n), 
此 处 4 适合 (64) 式 , 则 我 们 亦 得 
SiaAoas) = ga 其 中 40 = gl + + gn， 
从 而 
A=An= gt '" + gb, 
及 当局 ,及 为 基 中 数 时 ,它们 就 构成 mq) 的 一 个 基 . 后 一 事实 
可 以 由 (65) 式 的 解 的 行列 式 表示 中 得 出 , 另 一 方面 ,将 465) 式 磁 以 
at 并 关于 i 求 和 , 则 得 等 价 的 方程 


1 1 ) 3 tp) 
Sal? Da = Poet? = obo = Dorel 
? : i F 
并 由 此 可 以 推出 
ta (Co) 
> ,Bias® 一 epg? > Br Da a 一 > epa 凤 
+ 9 外 


三 


>， BRS{ QA) = a - 


:=1 


由 于 左 端 的 系数 为 有 理 的 ,所 以 B82 为 尺 '2) 的 数 ,定理 101 证 完 . 
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为 了 以 后 的 应 用 (第 八 章 ) ,我 们 用 另 一 方法 来 叙述 这 个 结果 ， 

定理 102 ” 若 al,… ,a 为 一 个 理想 & 的 基 , 则 由 (65) 式 定义 
的 n 个 数 系 847),…, BCp=1,…,n) 为 KK 中 数 的 共 辊 序列 及 
PL,…, 记 ,构成 17 的 一 个 基 ， 


进而 言 之 ,由 于 
A*(P 9 a ) 一 1 一 1 
ee 
及 由 (47) 式 得 
A(B1s, Ba) = Nm)d = ats- 
因此 我 们 证 明了 


定理 103 NN(b)=4. 
由 定理 101 定义 的 理想 5 称 为 域 的 差 积 或 基本 理想 . 
为 了 发 现 域 的 这 个 善 积 与 域 中 数 的 差 积 之 间 的 基本 联系 ,我 
们 必须 研究 K 中 能 够 表 成 形式 
G0 = aot a + a +t + a ! 
的 数 集 , 此 处 a, 为 有 理 整数 . 命 8 为 K 的 一 个 整数 生成 元 . 命 数 
G(59) 的 集合 为 一 个 数 环 或 整 环 ,其 中 a, 为 有 理 整数 .并 将 它 记 为 
R{9). 首 先 , 环 中 的 数 确实 构成 以 1,8, 扣 ,…, 扩 ~! 为 基 元 素 的 一 
个 模 及 其 次 它们 在 飞 法 之 下 是 闭 的 . 
引 理 a 车 域 中 每 一 个 数 a 满足 ba 为 整理 想 , 则 它 必 能 表 为 
形式 
y= 
五 《站 
此 处 o 为 环 尽 (9) 中 的 -- 个 整数 及 (68) 为 (63) 式 中 8 的 差 积 . 
和 欲 证 明 引 理 , 我 们 考虑 x 的 多 项 式 
G(x) = Da Hs (66) 


此 处 


F(x) = Hj tx _ 上 CD = cy+ ct+t + cI" 十 cA. 
i=1 
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由 于 
有 M2 3 yi zl 


-0 it daren 1 


所 以 CC 是 _ 个 有 音节 系数 页 式 从 而 
G(r) = Do > 349 “ 1). 
由 假定 ab 是 整理 想 ， 所 以 由 定理 101 5 可 知 上 式 出 现 的 迹 为 有 理 整 


数 . 藻 在 (66) 式 中 置 x = 9, 则 得 


~ G0) 
F(0) 


此 处 G(9) 是 环 中 一 个 数 ， 
若 ba 为 整理 想 , 则 由 此 可 知 F(9)'a 为 整数 ,因此 下 (8) 有 
分 解 式 


Fg) = tf, (67) 
此 处 为 一 个 整理 想 . 
引 理 b 对 于 每 一 个 属于 环 R(9) 的 数 o ,我 们 有 
5S [FP 儿 ))= 整数 


显然 只 要 对 于 p= 1,8,… ,六 ! 来 证 明 这 一 论断 即 可 ,这 可 以 

直接 外 所 谓 欧 拉 会 式 
ey 0， 当 关 = 0,1,2,…,n 一 2， 
2 Fa On) -| 当 k=n-l 

中 推出 来 . 

为 了 完全 起 见 , 我 们 提 及 拉 衬 朗 日 插值 公式 : 
> 60 F(z) _ i 当 记 = 1,2,…,n -2 
-1 F' (O07) ca -Ftr), Ek =n-l 
君 x =0 即 得 欧 拉 公式 {或 除 以 F(z) 并 展开 为 1 /7 之 天). 

定理 104 ”理想 1= 庆 (8) 洛 中 所 有 数 均 篇 于 环 R{9), 丰 一 
个 理想 a 的 所 有 数 都 属于 环 RR(8), 则 a 可 被 和 整除 . 

若 w 寺 0{medi), 则 w=w/F'(8) 为 一 个 有 分 母 b 的 数 ,及 由 
引 理 a 可 知 aF(8) 必 定 是 这 个 环 中 的 一 个 数 , 因此 定理 的 第 一 部 
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分 得 证 . 
反之 ,车 a 中 所 有 的 数 都 属于 环 R(9), 则 对 于 所 有 a 中 的 数 
a ;由 引 理 bb 可知, SCa/F'(8)) 为 整数 .从 而 由 定理 101 相知 
17F'{9) 为 理想 mia)=17ob 中 的 一 个 数 ; 因 此 FC(8)= 针 可 以 整 
除 网 ,所 以 和 .定理 证 完 . 
引 理 ec K 中 总 有 环 R(9) ,其 导 子 f 不 能 被 一 个 任意 的 索 理 
想 ?整除 ， 
若 。 为 整数 , 它 可 以 被 # 整除 ,但 不 能 被 六 整除 , 则 显然 表达 
式 
70 十 Yiew + Yaw 十 十 (68) 
表示 所 有 剩余 类 modp* ,此 处 Y0,… ,Ys 独立 地 过 一 个 完全 剩余 
类 modp. 命 8 为 一 个 原 根 modp 使 数 
a 二 (a 
可 以 被 $ 整 除 ,但 不 能 被 六 整除 ( 若 9 没有 后 面 这 一 性 质 , 则 8+ 
r 必 有 这 一 性 质 ,其 中 r 为 一 个 可 被 p 整除 ,但 不 能 被 产 整 除 的 
数 ). 进而 言 之 ,对 剩余 类 mody? 作 些 变动 ,我 们 可 以 安排 8 与 其 
所 有 共 斩 相 异 ,而 且 
8 二 0(moda}， 此 处 p= Pa， (a,p) = 1， (69) 
及 p 为 可 以 被 ?整除 的 有 理 率 数 . 
车 在 (68) 式 中 , 命 y 经 过 NIP) 个 数 
0 全 
它们 是 互 不 同 余 mody 的 .我 们 看 到 每 一 个 剩余 类 modp*'' 都 表 
示 环 R(9) 中 一 个 数 .但 是 ,车 (69) 式 成 立 , 则 坏 的 导 子 1 不 能 被 
整除 .事实 上 , 知 
Nbiy = pa， 此 处 (a,p) = 1， 
则 由 上 述 , 对 于 每 一 个 mw, 和 皆 有 环 中 一 个 总 使 
x =w -0 = 0(modp*). 
在 此 xa 可 被 刻 (9) = 整除 .事实 上 ,由 (69) 式 可 洛 


ra = 地 No - _ NOD ， Evi 
F060) 饼 据 bf pgs 
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所 以 由 引 理 a 可知 这 个 数 可 以 表示 为 形式 
其 中 pi 为 Rt9) 中 一 个 数 .从 而 
Bo = ap (p+ rn) = adot or 

亦 是 环 中 一 个 数 , 及 理想 a 们 ( 它 不 能 被 5 整除} 仅 包 人 定 坏 中 的 数 ， 
骨 以 由 定理 104 可 知 它 可 以 被 1 整除 ;从 而 1 不 能 被 了 整 际 .由 雍 
我 们 立即 得 到 这 个 理论 的 主要 定 至 : 

定理 105 KK 中 所 有 整数 0 的 差 积 的 最 大 公 因 子 等 于 域 的 差 
积 

值得 注意 者 为 与 差 积 相 比 较 , 域 的 判别 式 a 实际 上 是 天 的 所 
有 整数 0 的 判别 式 4(9) 的 一 个 公 因子 ,但 不 需要 是 最 太公 因子 六. 


$ 37. 相对 域 与 不 同 域 中 理想 之 间 的 关系 


我 们 现在 转 入 这 样 -一 个 问题 , 即 域 K 不 再 是 相对 于 (1) 而 
言 ,而 是 相对 于 任意 代数 数 域 尺 ,其 中 上 是 K 的 一 个 子 域 ,在 这 种 
情况 下 ,我 们 如 何 来 修正 前 几 节 所 发 展 的 概念 , 当然 如 同 在 六 中 
一 样 ,至 今 所 发 展 的 理想 理论 在 中 亦 成 立 .我 们 能 找到 K 中 理 
想 与 & 中 理想 之 癌 一 个 关系 吗 ? 

我 们 将 KK 中 元 素 ( 数 或 理想 ) 用 大 写字 母 袁 示 ,而 用 小 号 字母 
表示 下 中 郊 素 . 命 KK 关于 素 有 相对 次 数 关 (比较 和 20, 定 理 59)， 
而 K 与 上 & 关于 有 理 数 域 的 次 数 则 分 别 为 N 与 . 则 

N=n*.m. 


进而 间 之 ,中 任意 g 个 数 &1,…, a 定义 了 K 中 一 个 理想 ， 


DD RR.Dedekind, Uber den Zusammenbang zwischen der Theone der Ideale und der 
Theornie der boheren Kongruenzen ,and; Uber die Diskriminanten endlicher Kormper, Abh. d. 
K., Ges.d, Wiss zu Cortingen 1B78 and 1882 ah 本 as well the latet papers of Hensel in trelles 
Journal, Yol. 105(1889) and Vol. 113(1894). 


134 -第 五 章 ”代数 数 域 的 一 般 算 术 


亦 定义 了 上 中 一 个 理想 ,这 两 个 理想 都 记 为 (al,…,a,), 但 我 们 
用 
a= (orsao)e 本 NU= (tars, 0g)Kk (70) 
来 加 以 区 别 .进而 言 之 ,车 8 属于 a, 则 它 当 然 属于 撤 , 反 之 亦 真 ; 
引 理 a 若 8 属于 入, 则 当 (70) 式 成 立时 ,8 亦 属 于 a. 
若 方 程 
p= 2 Tier 
成 立 , 此 处 也 为 K 中 整数 , 则 方程 
PB = >The (i = l,m) 
对 于 对 应 应 的 相对 共 炙 亦 威 立 及 相 乘 得 
一 1T( ra) 
对 于 未 知 量 zl,…,zy 显然 表达 式 
H (Pr i; ) = 之 思 (71) 
是 zi ,Xo 的 次 齐 次 多 项 式 ， 此 处 


了 | 十 六 2 十 十 ns 一 WL, 

这 些 系数 y 为 T(" 的 对 称 整 表 示 式 ,所 以 是 中 整数 .对 于 zx; = 
of 二 1,2,…,g), 则 方程 (71) 式 为 理想 a” 中 一 个 数 , 从 而 
Bm va 为 一 个 整数 ,所 以 Ba 亦 为 一 个 整数 , 即 8 属于 a. 

若 我 们 还 有 另 一 对 对 应 前 理想 , 则 由 (70} 式 可 郑 

b= (Bi ps 与 外 一 《BR 

则 得 

引 理 b 若 4=6b, 则 所 = 品 , 且 其 道 亦 真 . 

第 一 部 分 是 显然 的 , 今 往 证 明 其 道 部 分 , 即 若 包 = 器 , 则 每 一 
个 及 均 属 于 如 ,及 由 引 理 as 可知 它 亦 属于 .同样 每 一 个 e 属于 见 ， 
亦 属 于 了 :从 而 a=b， 

对 于 上 中 每 一 个 理想 a, 我 们 用 下 面 的 描述 使 它 对 应 KK 中 的 
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一 个 理想 义 : 我 们 置 4= (a1,… ,Gos 度 定 六 守 = (Cal,"…, ag)k. 出 
引 理 晤 可 若 这 一 对 雇 导 出 的 密 是 由 & 虱 一 确定 的 (与 4 的 表示 是 
无 关 的 ) 及 按 这 一 办 法 我 们 明显 得 到 天 中 每 一 个 理想 ,它们 可 以 
表示 为 基 成 的 GCD. 我 们 用 记号 
0 六 (72) 

来 表示 这 个 对 应 .按照 引 理 b, 这 是 惟一 的 一 一 映射 .从 而 我 们 得 
到 

定理 16 在 中 所 有 理想 与 KK 中 所 有 可 以 用 中 数 的 
GCD 表示 的 理想 之 间 , 由 (72) 可 知 存 在 一 个 明确 定义 的 可 道 对 应 
满足 :车 (72) 式 成 立 , 则 对 于 任意 上 中 数 & ,两 个 陈述 "a 属于 w 与 
“a 属于 ”同时 成 立 . 进 而 言 之 ,我 们 有 

nb< 二 相册, 当 0 所 及 a 

定义 ”因此 我 们 称 由 (72)? 式 相 联系 的 两 个 理想 彼此 相等 ,并 
称 K 中 理想 所 位 于 域 之 中 . 

由 于 在 和 不同 域 中 理想 问 的 关系 式 ”= ”尚未 定义 ,所 以 这 一 定 
只 与 较 旱 的 规定 并 无 了 矛盾 .由 定理 106 可 知 下 而 的 规 由 成 立 : 

(1) 由 4= 饥 及 a=b 可 得 b= 处 . 

(2) 由 a= 半 及 b= 针 可 得 a=%. 

(3) 由 a= 久 及 久 = 吧 可 得 = 如 . 

(4) 由 a= 针 及 b= 如 可 得 ab=8. 

(5) 由 qf 二 # 可 得 = 区 Lp 为 一 个 有 理 浆 数 )， 

这 些 论断 的 含义 表明 在 不 同 域 中 理想 的 关系 式 " = "是 已 经 是 
义 了 的 关系 式 的 一 个 推广 ,同一 域 中 ,理想 的 关系 亦 用 记号 "= “ 表 
天. 

因此 ,由 上 述 定 义 ,我 们 可 以 决定 两 个 记号 

(at,… 00) 在 中 ,(Ai1,…,A) 存 KK 中 

是 相等 的 或 否 .在 此 K 是 的 扩张 域 ,在 某 些 情 襄 下 ,这 两 个 所 号 
在 KK 的 一 个 子 域 并 "中 已 经 有 了 意义 ,现在 我 们 希望 看 到 由 - -个 
域 中 的 等 式 亦 能 推出 其 他 域 中 的 等 式 ， 

事实 上 , 若 并 "为 下 的 扩张 域 但 为 攻 的 一 个 子 域 ,使 A 属于 
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兵 , 财 显然 由 

(ate oan)k’ = CAL 区: (73) 
立即 推出 

(al "sto)k = (CAL A,)k. 
反之 , 若 后 面 这 一 方程 正确 , 则 将 引 理 b 的 第 二 部 分 用 于 KK 的 扩 
张 域 天 , 即 可 知 方程 (73) 式 对 天 亦 正 确 . 

所 以 记号 (el ay) 在 每 一 个 它 有 意义 的 域 都 定义 了 相同 的 
理想 .现在 我 们 可 以 定义 两 个 理想 与 so 相等 与 否 了 ,此 处 ai 与 
o 分 别 表示 两 个 任意 域 上 | 与 Ra 数 的 GCD. 事实 上 ,我 们 考虑 任 
意 包含 &i 与 上 的 域 区 ,然后 决定 这 两 个 GCD 按照 我 们 最 初 理想 
相等 的 定义 (8$24) ,它们 在 民 中 是 否 相 等 .在 所 有 域 中 , 绪 果 是 一 
样 的 .因此 在 记号 an= (aj,…,ao) 中 ,我 们 不 需要 提 及 一 个 确定 的 
域 .由 规则 4 可 知 两 个 理想 a,b 的 乘积 为 一 个 完全 出 6 与 6 决定 
的 理想 :这 对 于 商 与 GCD 同样 成 立 . 

特别 ,陈述 “代数 整数 way 是 互 素 的 (有 GCD(1)) 是 独 
立 于 特殊 数 域 的 ,而且 等 价 于 陈述 “存在 代数 整数 41,… ,1, 使 
ATC1 十 … 十 Maa = 1 . 

从 面 这 是 一 个 惊人 的 事实 , 即 由 我 们 的 规定 立即 推出 在 上 共有 上 面 
性 质 任 意 整 数 1 罕 在 , 则 它 总 可 以 选 自由 a1,… ,es 生成 的 数 域 之 
中 . 

需要 强调 者 ,尽管 一 个 理想 « 按 这 一 途径 是 限于 一 个 固定 域 ， 
但 一 般 说 来 ,按照 上 述 定义 ,a 并 不 属于 每 一 个 域 ,例如 

a = (5,v 10) = (5) 

成 立 , 这 是 由 于 其 平方 等 于 (5). 因 此 ,例如 a 属于 二 次 域 E(V 10) 
与 有 (Y5), 但 不 属于 (1). 

属于 一 个 理想 的 素 理想 这 一 性 质 仅仅 对 它 所 在 的 固定 域 商 言 
的 ， 

如 果 我 们 将 这 些 概 念 与 $33 关于 理想 数 定 理 相 联系 时 , 则 我 
们 得 到 : 若 4 为 上 中 一 个 理想 及 a+ 等 于 主 理想 (w), 则 按照 我 们 
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的 规定 


a = (fw) 
是 有 意义 的 ,而 事实 上 这 是 一 个 正确 的 方程 .进而 言 之 ,车 在 的 
理想 数 系 中 , 数 A 对 应 于 理想 a, 则 同样 a= (4) 成 立 . 所 有 理想 数 
集合 锅 属 于 关于 有 相对 次 数 且 的 域 ,而 这 一 事实 可 以 表示 如 
下 :若是 的 类 数 , 则 有 一 个 关于 有 相对 次 数 关 的 相对 域 ,其 
中 的 所 有 理想 都 变 成 主 理想 .但 是 用 任何 方法 , 按 这 一 要 求 相 
对 域 都 不 是 惟一 确定 的 ,而 其 类 数 亦 不 需要 是 1. 
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车 A 是 域 民 中 某 个 数 及 车 A 中 (i =1,~… ,sm) 为 A 关于 上 的 
相对 共 斩 , 则 
S,(A)}= A 十 A 十 … 十 六 人 黄 )} 
N;,(A})= A 
分 别称 为 A( 关 于 六 ) 的 相对 迹 与 相对 范 数 .它们 为 中 的 数 , 关 5 
与 ;表示 关于 &(1) 在 K 中 与 在 k 中 的 迹 ,同样 用 N 与 a 表示 在 
KK 中 与 在 & 中 的 范 数 , 则 由 定理 59 可 基 
S(A) = s(S.:(A)); N(A) = n(N(A)). (74) 
数 
B.C AN) 一 I (AY _ AA) 


了 一 二, 天 人 


称 为 4 在 域 下 人 中 关于 上 的 相对 差 积 , 这 是 域 K'" 中 的 一 个 
数 . 若 
重工 ) 一 IT — AAD}= x + oar ++ on lr + a 


(此 处 a 明显 地 为 中 数 ), 则 
d.(A) = 一 (A). 
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素 税 
di{A)= 由 (A AD (- 1)"(m- 2]T (AT 
= (- De D2N(6(A)) 
称 为 4 的 相对 兰 别 式 ; 它 是 中 一 个 数 . 
若 纪 是 中 一 个 理想 , 则 若 将 入 中 的 数 A 换 成 4A‘? 即 得 相 
对 共 乞 理想 外 7?. 对 于 沽 个 理想 扩 与 名 ,我 们 显然 有 
(六 。 WY 一 MD 。 Wi) 
定义 ”理想 
N, (A) 一 MTN .Nm 
称 为 对 关于 A 的 相对 范 数 .我 们 有 和 Ni (8) = Ni (1) Ne 由) ， 
定理 107 理想 N;( 续 ) 是 的 一 个 理想 .若是 有 理 数 域 ， 
则 N(R = CN CU)). 
首先 , 命 轴 王 (六 | ,1 一 个 整理 想 ,此 处 点; 为 并 中 的 
数 , 则 由 S28 可 知 对 二 任意 变量 lr , 共 斩 多 项 式 
Fa = 同人 十 十 和 全 
的 容 度 等 于 世 避 .因此 由 定理 87 可 知 
I. 一 下 全 下 _-- TCF FP)), 
显然 多 项 式 
Qfray = FD pe,,, Fem 
是 的 一 个 多 项 式 ; 所 以 (QQ) 是 上 的 一 个 理想 .在 我 们 回 硬 一 
下 ,每 一 个 理想 数 均 可 以 写成 两 个 整理 想 之 商 , 而 由 定义 
(¥)= Na(¥) 
BN,(B) 
故 得 定理 107 的 第 一 部 分 . 关于 定理 107 的 第 二 部 分 的 证 明 , 命 产 
为 KK 的 类 数 , 则 
Yl 一 (A), 
NECA): = NW) = N((AD)) = (CN(A)), 


§ 38. 数 与 理想 的 相对 范 数 . 相 对 差 积 与 相对 判别 式 ，139 ， 


由 于 

t+ N(A) = Na = NE = a， 此 处 ae = 人 ( 时 )， 

所 以 
NAW)* = {a}, Ni(A) = (a). 

因此 权 对 于 人知 罗 鞍 域 证 明 的 $29 定理 88 现在 对 于 每 一 个 数 
域 者 成立 了 ,同时 ,关于 剩余 类 modg 的 个 数 的 述 语 “和 的 范 数 ”得 
到 证 实 . 

定理 108 ”对 于 下 的 每 一 个 素 理 想 条 ,正好 存在 上 的 一 个 可 
被 第 整除 的 过 理想 p. 则 

Ni(B) = Pi 
此 处 户 为 上 自然数 过 六 -万 称 为 轨 关 于 的 相对 次 数 ,p 在 KK 中 最 
多 可 以 分 拆 为 m 个 因子 ， 

由 定理 107 可 知 Is (加 ) 为 下 中 一 个 理想 , 按 定 义 它 可 以 被 第 . 
整除 . 若 将 Ni ( 音 ) 分 解 为 素 因 子 , 则 由 基本 定理 可 知 喘 至 少 必须 
能 整除 站 中 这 些 素 理 想 中 的 一 个 .和 匣 则 可 以 整除 中 两 个 相 导 的 
素 理 想 阅 ,P , 则 它 也 是 (pi ,pz) =1 的 一 个 因子 ,这 是 不 可 能 的 .所 
以 在 羡 中 只 存在 一 个 可 被 呆 整 除 的 素 理想 .着 ?在 天 中 的 素 理 
想 分 解 式 为 

二 BB， 

则 由 相对 范 数 可 天 

NR Ne (Ra) NB) = NAP) = p™. 
由 前 一 定理 可 知 , 左 边 每 一 个 因子 都 是 上 的 一 个 理想 及 由 这 一 方 
程 可 知 每 - :个 因 于 都 必须 是 + 的 虞 ,因此 

N(R) =P 及 +tth=m, 
所 以 

im Yn 

定理 109 若 N 表示 K 中 范 数 及 n 表示 中 范 数 , 则 对 于 五 

中 每 一 -个 理想 她 有 
N(WU} = n(N(M)}). 
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首先 ,对 于 K 中 每 一 个 数 和 ,这 一 论断 立即 由 (74) 式 得 出 .由 
定理 107 ,或 考虑 主 理想 史 ' , 则 对 于 K 中 每 一 个 理想 亦 成 立 ， 

定理 110 ”车 素 理 想 第 的 相对 次 数 等 于 1, 则 天 中 每 一 个 数 
都 同 余 于 中 一 个 数 模 第 ， 

由 定理 108 可 知 N( 第 } = 二 (p) 辣 :所 以 对 于 方 =1 ,在 天 中 番 
余 类 mod 困 的 个 数 与 有 中 剩余 类 modp 的 个 数 是 一 样 的 .各 不 中 
一 个 数 a 能 被 时 整除 , 则 (ea ,和 至 少 可 以 被 调整 除 ,所 以 (ay 划 天 
1. 因 此 作为 一 个 中 的 理想 , (a,$) 必 须 =p. 从 而 中 互 不 同 余 
modp 的 数 系 亦 互 不 同 余 mod 季 ,所 以 在 中 共有 nn(p) = N(b) 个 
互 不同 余 的 数 mod$. 

我 们 对 下 面 的 事实 给 予 特殊 关注 : 若 到 中 一 个 数 等 于 它 的 相 
对 共度 , 则 由 定理 56 可 知 它 是 上 中 一 个 数 . 但 对 应 的 命题 对 于 理 
想 是 不 对 的 . 例 奶 ,关于 有 (1) ,理想 (Y3) 在 K(5) 中 等 于 它 的 共 
绝 . 但 (Y5) 不 是 有 Ri) 中 的 理想 . 

最 后 , $ 36 的 概念 可 以 推广 至 和 对 域 并 导 至 相对 判别 式 的 概 
念 . 

定义 KK 中 满足 下 列 条 件 的 数 4 的 集合 :对 于 每 一 个 下 中 
整数 A ,相对 迹 St(A4 ) 为 一 个 整数 , 梅 成 K 中 的 一 个 理想 闻 . 进 
而 言 之 

1 


着 一 


为 整理 想 并 称 之 为 兵 关于 的 相对 差 积 . 
平行 于 定理 101 的 证 明 可 以 证 明 哎 与 全 ; 为 理想 ， 
定理 111 车 多 与 b 分别 表示 K 与 & 的 差 积 , 则 对 于 相对 差 
积 色 : ,关系 式 
D= DD,.b (75) 
成 立 . 
证 若 A 为 K 中 一 个 数 使 AD,b 为 整理 想 , 则 由 久 , 的 定义 
可 知 对 于 每 一 个 整数 A， 
bS, CAA) 为 整 的 . (76) 


$38. 数 与 理想 的 相对 范 数 .相对 差 积 与 相对 判别 式 ，141 ， 


事实 上 ,由 于 对 于 中 每 一 个 可 被 b 整除 的 数 & 
: SefAAE) = F564) 

为 一 个 整数 ,由 b 的 定义 ,由 (76) 式 可 知 s(SiCAA)) 是 一 个 整数 . 
因此 S(AA ) 为 整数 ,所 以 

当 仿 :4 为 再 理 想 , 则 全 A 亦 然 . 
及 之 , 苦 加 A 为 整 的 , 则 对 于 KK 中 每 一 个 整数 A 及 站 中 每 一 个 整 
数 E,S(AAE) 为 整数 ,所 以 

s{S (AAE)) = s (£85,(AA)) 
为 整数 ,因此 
5S,(AA ) 为 整理 想 , 即 Si (ohA ) 为 整数 ， 

其 中 6 为 中 5 的 一 个 数 ,从 而 凤 风 ,为 整 的 .这 就 证 明了 若 作 A 
是 整 的 , 则 现 的 4 亦 然 . 因 此 定理 111 得 证 . 

相对 差 积 的 会 义 已 于 这 个 简单 的 方程 (75) 式 中 展现 ,在 证 明 
了 下 面 的 亦 可 以 看 作 人 D; 的 定义 的 事实 后 将 变 得 更 为 明显 . 

定理 112 KK 的 相对 差 积 为 所 及 的 整数 关于 的 相对 差 
积 的 GCD. 

关于 这 一 定理 的 证 明 , 我 们 必须 做 与 定理 105 的 证 明 几 乎 相 
同 的 事 . 

车 9 是 生成 域 K 的 一 个 整数 , 则 相对 环 RR(9) 就 是 所 有 数 

gg 十 区 有 十 十 Re_IBm 1 

的 集合 ,此 处 en, ,ea 1 经 过 到 中 所 有 整数 . 著 (x) 为 上 有 
首 项 系数 1 的 不 可 约 多 项 式 , 它 以 有 为 根 , 则 如 同 $36, 我 们 有 下 
而 引 理 : 

引 理 a 车 有 A 为 K 中 一 个 整数 使 A 人 D, 为 整理 想 , 则 A 可 以 
被 表示 为 


A-_8. 
(6) 
此 处 B 为 R,( 介 中 一 个 数 , 因 此 BB (9) 可 被 全; 整除 ， 
引 理 b 对 于 每 个 RR(9) 中 的 数 B， 
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Sp. (B65 ) 均 为 整数 

定理 113 仅 售 Ri(8) 中 数 的 所 有 理想 的 GCD 为 加 ,此 处 
FD = DB (8). 

引 理 c 对 应 于 KK 中 每 一 个 素 理 想 第 , 蕴 存 存 一 个 相对 环 
Ri(9) ,此 处 困 不 能 整除 器 = $8) 人 D7， 

为 此 命 p 为 中 的 素 理 想 , 它 可 以 被 种 整除 

p = 第 并， 此 处 (中 ,再 ) = 1 
命 A 为 一 个 原 根 mod 加 使 玉 中 每 一 个 整数 同 余 于 RR(A) 中 一 个 
数 模 市 的 等 一 个 车 及 使 
A 三 0Q(modd). 
最 后 命 8 为 & 中 一 数 , 它 可 以 被 BB (A)= 仿 ,$ 信 整除 ,并 假定 p 整 
除 吕 的 最 高 震 为 蓄 .由 有 的 适当 方 寨 e= 序 在 大 中 有 两 个 因子 的 
分 解 式 
二 x",， 此 处 x 二 p(n,p) = 1， 
= 0(mod$TD, ). 
对 二 并 中 任意 给 定 的 整数 4 ,决定 Ri(A) 中 一 个 数 醋 满足 
A 三 (modP) 
数 BuxA2= (A 一 了 pA 可 以 被 久 , 窜 = B(A) 整 除 . 事 实 上 ,由 于 
Bia man BA a BA 
DA = 区 千 “0 为 整理 想 
若 我 们 应 用 引 理 a, 对 于 每 一 个 4 ,我 们 得 到 一 个 表示 式 
A = Ri(A) 的 数 . 

由 定理 113 可 知 wh% 咎 成 一 个 可 被 土 整除 的 理想 ,而 罕 与 间 是 
互 素 有 的. 

这 样 ,定理 112 亦 得 证 . 

我 们 然后 定义 关于 & 的 相对 判别 式 为 K 的 相对 差 积 的 范 
数 , 出 定理 103 可 知 按 这 一 方法 定义 的 关于 冯 ( 了 0) 的 判别 式 理想 与 
理想 (a) 是 一 致 的 ,此 处 a 为 KK 的 判别 式 , 但 我 们 必须 区 别 一 个 
域 的 判别 式 , 它 是 一 个 有 确定 定义 的 数 #&, 及 同样 域 关于 上 (1) 的 


人 
区 


$ 38. 数 与 理想 的 相对 范 数 、 相 对 差 积 与 相对 淹 别 式 ”，143: 


-一 一 一- 一 


相对 判别 式 , 它 是 一 个 理想 , 即 (4). 

关于 差 积 研究 的 结 来 ,我 们 最 后 来 让 明 下 面 的 定理 , 它 联 系 着 
关于 基 域 = (1) ,我 们 在 $29 开端 提出 的 一 般 问 题 ; 

定理 114 若 上 中 一 个 素 理想 将 能 整除 有 中 一 个 素 理 想 p 
至 一 个 高 于 1 的 寡 , 则 亲 是 关于 上 的 相对 差 积 的 一 个 因子 .因此 
只 存在 这 种 类 型 的 有 限 多 个 素 理 得 第 . 

假定 p 在 天 中 的 分 解 臣 为 

p 二 加 人 ,此 处 ( 果 ,2) = 1,e 之 2. 


对 于 中 每 一 个 整数 A, 我 们 用 通常 用 到 的 二 项 式 系数 7 ) 的 性 
质 可 得 

StaA? = SAP(modp) 从 而 羡 有 modp， (77) 
此 处 pp 是 可 被 3 整除 的 有 理 素数 . 若 我 们 选 到 

A =0{modP” A), 

班 出 于 < 六 2 ,所 以 

ApPs0modp) 及 S.CA?) = 0(modp). (78) 
因此 由 (077) 式 , 《78) 或 可 类 

SA 二 Qlmodp}， 当 和 站 二 0(modR“ tH ) . {79) 
现在 命 a 为 中 一 个 具有 理想 分 母 7» 的 非 整数 


e = 《和 = 1, 


由 (79) 式 ,车 A 经 过 路 时 的 所 有 数 , 妈 a 伸 的 所 有 数 , 别 
aSi( 肪 ) = Seah ) 为 整数 . 

因此 由 定义 可 知 御 可 以 整除 机 对 差 积 作 ,. 

定理 114 之 道 亦 成 立 ,但 较 难 于 证 明 . 在 此 我 们 仅 处 理 相 对 伽 
罗 拟 域 玉 的 特殊 情况 . 

定理 145 上 息 定 异同 于 所 有 关于 上 的 相对 共 印 域 ( 苑 假定 
KK 是 一 个 相对 傣 罗 瓦 域 ). 则 K 中 能 整除 K 的 相对 差 税 的 仅 有 计 
理想 为 那些 能 整除 上 的 一 个 素 理想 达 高 于 一 次 客 者 ， 

车 $$ 是 上 的 一 个 素 理想 及 第 为 了 的 一 个 素 因子 ,但 其 平方 不 
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能 整除 p, 则 相对 共 斩 素 理想 吊 虽 亦 正 好 能 整除 至 一 次 震 . 有 的 
相对 范 数 p! 为 所 有 第 “的 乘积 ,后 者 分 成 每 个 包 合 f 个 素数 之 集 
合 , 其 中 每 个 集合 的 元 素 都 一 样 ;第 中 共有 m/f 个 互 异 者 . 命 
第 中 ,… ,第 7 为 与 加 异同 者 . 

由 定理 112 可 知 欲 证 明定 理 115, 只 要 在 民 中 展示 一 个 数 A， 
其 差 积 不 能 被 这 一 第 整除 即 可 ,我 们 选取 4 为 一 个 原 事 mod 江 ， 
但 它 可 以 被 癌 -! 整 除 . 则 由 上 述 可 知 轴 01D,…, 吊 ("与 第 相 异 ， 
所 以 


茂 5 可 被 叶 整 除 ， 其 中 i = f+ 1， 


从 而 
AD=0(modR), 7= f+t+1,,m 
男 一 方面 , 若 


B(r) = ITcz -An) 


为 下 上 一 个 多 项 式 , 贴 由 (44) 可 外 
(BT = (rp ) (modp); 


所 以 更 (z)E0(mod 好 ) 有 根 0,A,ArzG ,An ,由 于 A 是 一 
个 原 根 mod 黑 ,所 以 这 f+1 个 数 的 确 互 异 mod 困 .由 (x) 的 因 于 
分 解 式 , 所 以 在 数 A 中,…, A 中 至 少 有 f+ 1 个 互 异 之 数 
mod 第 ,及 由 于 最 后 mx 一 了 个 同 余 于 0mod ,所 以 A 中,…-,A 人 五 
异 mod 名 .所 以 相对 差 积 

8 (4 人 一 (A A (AD 页 (am 
不 能 被 有 整除 .定理 证 完 . 


$39. 相对 域 K (vp ) 中 的 分 解 规则 


我 们 现在 来 研究 最 重要 的 一 个 例子 , 即 由 基 域 & 添加 在 中 某 
一 数 4 的 [ 次 根 所 得 的 相对 域 开 中 , 基 域 二 的 素 理想 的 分 解 规 
至 ,为 此 我 们 需要 作 如 下 假设 : 域 & 包含 ! 次 单位 入 5 = e ,此 


§ 39. 相对 成 多 (yx 中 的 分 解 规则 .145 - 


处 [ 是 一 个 有 理 素数 {可 能 是 2). 
引 埋 ” 数 1 一 人 (4a 关 0{modi1)) 均 为 相伴 的 .它们 满足 理想 方 
程 . 
{1) = (人 一 全 于 (80) 
命 a 与 ai 为 与 1 互 素 的 有 理 整 数 , 则 我 们 可 以 决定 正 有 理 整 数 5 
使 
西 王 Gilfimnod yy， 所 以 党 = 生 ， 
从 而 
-本 三 S14 

为 一 个 整数 及 同样 其 道 亦 为 整数 ;因此 这 一 商 必 须 是 一 个 单位 . 

更 进一步 ,由 包 项 式 

1+x+txi+t. tl= El 
立 一 ] 
一 《一 
当 z==1 时 得 出 
i= (1— (1 0 (1 8 ). 

由 此 及 刚才 证 明 的 事实 而 得 理想 方程 (80) 式 . 

进而 言 之 ,我们 由 这 一 引 理 推 知 这 样 的 事实 , 即 堪 &tg) 正 好 
有 次 煞 了 -1. 事 实 上 ,由 $30 可知 训 (8) 的 次 数 最 多 为 p(7) = 
1 一 1. 另 一 方面 ,素数 ! 在 &(5) 中 变 成 一 个 理想 的 (1 一 1) 次 矢 ; 出 
定理 81 可 知 其 次 数 至 少 为 1 1, 因此 怡 为 1 一 1. 从 而 1 是 
LZ) 中 的 一 个 过 理想 ， 

定理 116 若是 & 中 一 个 数 它 不 是 中 一 个 数 的 上 次 竹 ， 
则 域 K(f ;&) 关 于 有 相对 次 数 工 域 KG 尖 ) 与 其 相对 共 罗 域 
是 异同 的 ， 

数 M =~r (假定 其 根 的 值 是 固定 的 ) 适 合 方 程 zi 一 =0, 它 
的 根 为 工 个 数 

EM{a 一 和 1 一 1 

在 任何 情况 下 , M 的 所 有 相对 共 斩 都 在 其 中 . 命 这 些 共 印 为 (nm 


中 一 个 数 ; 所 以 RN 局 于 ,我们 已 知 Mi = 属于. 若 闫 志 ! 则 
由 于 /为 一 个 素数 ,所 以 mm 与 玫 素 .从 而 M 可 以 表 为 Mi 与 AM 
的 和 寡 乘 积 .因此 M 是 上 中 -一 个 数 , 即 相对 次 数 = 上 所 以 仅 有 的 可 
能 为 下 =1 或 天 = 定理 得 证 . 
此 后 ,我 们 假定 KK (p38) 的 相对 次 数 等 于 很 明 最 数 Mi = 
fin 与 Ma= 光 2 生成 同一 个 域 ,只 要 方程 
MAHI = a 
成 立 , 其 中 a 为 & 中 一 个 数 及 a 与 5 为 不 能 被 /整除 的 有 理 整 数 ， 
每 一 个 KK 中 的 数 均 可 以 惟 . -地 写成 撒 式 
A=aggtaM++a Me!, 

此 处 a0,… ,ow 为 天 中 的 数 , 及 的 相对 共 轿 为 依次 将 MM 摘 成 
EM ,人 MM ，… ,人 1M 而 得 到 .一 般 言 之 ,sx4 表示 将 M 换 成 5M 所 
得 的 共 斩 数 : 

3A = ao t a EM) to + 十 ar 

SMT= EN 
对 于 每 一 个 有 理 整 数 n(n 守 1) 

AAA = st 所 以 sf = tM, 
因此 对 于 每 一 个 正 有 理 整 数 x 我 们 总 有 

SA= A A=A. 

很 显然 这 ! 个 “ 代 换 ”9 构成 一 个 阶 为 ?的 答 环 群 ,此 处 


”起 着 单位 元 素 的 作用 .s 的 负 宏 则 如 85 来 定义 : 


504 = A, slA= eA = 人 
由 定理 55 立即 推 知 , 若 将 K 中 数 A1,A;,… 同 时 换 成 54,， 
s&2 ,网 以 中 数 为 系数 ,A1,A，，,… 之 间 的 每 一 个 有 理 方 程 仍 
成 立 , 从 而 苦 将 及 | ,A 一 换 成 "A "A2，…' 辣 有 同样 结论 ， 
由 于 这 一 事实 , 御 坏 群 : (s,s ,… ,st !,s ) 称 为 域 天 关于 天 
的 傈 罗 瓦 群 及 到 称 为 关于 的 相对 逢 环 域 . 
由 于 相对 次 数 ; 为 一 个 素数 ,所 以 由 定理 54 可知 中 一 个 


$ 39, 相对 域 KG 中 的 分 解 规 则 ，147 ， 


数 4 或 者 与 所 有 数 : 必 ,As 1A 尼 相 异 ,或 者 它 等 于 所 有 这 
些 数 . 

我 们 亦 将 代 换 记 甘 后 用 于 理想 使 "所 表 示 共 罗 于 六 的 理 
档 , 即 将 六 中 所 有 的 数 4 均 换 成 *%4A 后 所 得 的 理想 . 

定理 117 & 中 泰 理想 ?# 的 性 质 放 在 天 中 只 存在 下 列 儿 种 
可 能 忻 ; 

站 仍 为 KK 四 一 个 素 理 想 ， 
*” Pp 为 中 一 个 素 理想 之 i 次 湖 ， 

PP 为 玉 中 /个 互 异 素 理想 之 积 . 

命 呆 为 K 中 一 个 可 以 整除 之 素 理 想 , 则 由 定 硅 108 可 惹 吊 
的 相对 范 数 为 


名 ， sR 1% 一 pi ， 
此 处 所 为 第 的 相对 次 数 ;所 以 除 素 理想 加 昌之 外 ,没有 素 理 想 可 
以 整除 v9, 车 第 等 于 5" 第 (mr 闫 0(mod 站 ))) 之 一 , 则 它 等 于 所 有 的 
s" 第 ,所 以 有 一 个 有 理 整 数 a 使 
p= BP. 
取 相 对 范 数 , 则 得 $=pis ,7= ra; 从 而 a=1, 这 时 pp 是 开 中 一 
个 素 理想 ,或 a= /7 及 pp 变 成 一 个 素 理 想 昔 的 :次 项 . 另 一 方面 ， 
村 条 相 异 于 所 有 的 相对 共 力 理想 , 则 分 解 式 
Pp = PE PR 
成 立 .车 将 代 换 s,s?,…,s! 用 丁 这 个 式 子 , 则 得 
dH dil 
与 
p = (第 
l= fa, a= 人 =1. 
在 这 种 情况 下 ,rp 为 了 个 杠 异 共 印 理想 哩 ,……? 弟 之 乘积 ,其 中 
所 有 理想 之 相对 次 数 均 为 1 
定理 118 ”假定 素 理想 p 整除 数 jt IE 好 达到 舌 p". 吉 a 不 能 
被 7 整除 , 则 ?为 开 中 一 个 素 理 想 之 ! 次 震 :9= 开 , 耕 =0 及 j 
不 能 整除 i ,假定 同 余 式 
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x = e(modp) 
在 上 大 中 有 整数 解 上 , 则 ? 变 成 天 中 上 个 瑟 异 素 理想 之 积 , 另 一 方 
面 , 奉 则 余 式 无 解 , 则 是 于 中 一 个 素 理 想 . 
证 TT. 若 a 不 能 被 1 整除 , 则 我 们 可 以 假定 a =1. 事 实 上 ， 
我 们 选取 一 个 中 整数 8, 它 可 以 被 Pp 整除 ,但 不 能 被 六 整除 .由 
于 (a ,2)=1, 我 们 可 以 选取 有 理 整 数 zx,y 使 jy ”= ApB2 可 以 被 


整除 ,但 不 能 被 六 整除 ,同时 Vw * 与 类 生成 了 相同 的 相对 域 . 因 
此 对 于 这 个 ?的 新 指数 就 是 a =1, 这 就 是 我 们 希望 对 4. 作 的 假 
定 . 取 理想 

PR = (pn) 
的 1 次 堆 , 我 们 得 用 = (p' ,py)=p. 因 此 由 定理 108 可 知 妆 是 下 
中 一 个 素 理 想 . 

下 .假定 a 可 以 被 7 整除 . 则 我 们 仍 希 望 将 p 换 成 某 j* = 
HB “二 p(B-4}!, 它 生成 同 笠 的 域 K= 玉 (Yip* ), 其 中 对 应 的 指 
数 = 人 0. 

fl): 假定 yp 既 除 不 尽 1 亦 除 不 尽 上 ,及 存在 一 个 有 中 整数 
使 

4 = (modp). 
所 了 以 节 可 以 除 尽 乘积 
a- = (M- ésM- (st Mo— é§). (81) 
但 它 不 能 整除 任何 因子 ,否则 作为 中 一 个 理想 , 它 可 以 队 尽 所 
有 的 { 相 对 共 斩 ) 因 子 , 从 而 亦 可 整除 两 个 因子 之 差 , 即 
和 | 一 MT 
由 于 书 与 M 了 瑟 素 ,所 以 它 可 以 整除 £* 一 《<*, 即 由 引 理 可 知 它 可 
以 整除 1. 这 与 假设 相 艺 盾 . 所 以 3 不 是 中 一 个 素 理 想 及 
B= (p,M — é§) 
为 p 的 一 个 因子 , 它 异 于 1 亦 异 于 它 的 相对 共 纱 .显然 其 相对 范 数 
为 b. 
下 (2) ,假定 fp 既 除 不 尽 1, 亦 除 不 尽 py 及 在 下 中 分 解 为 ! 
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个 相 异 因子 ， 

P= 第 : s 盾 … sp. 
则 吊 有 相对 次 数 1, 所 以 由 定理 110 可 知 KK 中 每 一 个 数 都 同 余 于 
k 中 一 个 数 mmod 争 , 即 有 一 个 上 使 


M = Emod 第 ); 
M -的 相对 范 数 , 即 M- 总 ,可 被 单 的 相对 范 数 整除 , 即 
4 = (modn). 


定理 118 证 完 . 

正如 一 个 素数 p 在 二 次 域 KCy a) 中 的 分 解 式 联系 着 (1) 中 
的 二 次 剩余 ,我 们 见 到 了 至 KGWr;) 中 的 分 解 式 与 域 和 中 ?次 
竹 剩 余 之 间 的 一 般 联 系 .! 的 因子 分 解 式 由 下 面 的 定理 给 出 : 

定理 119 命 1 为 1-“《 的 一 个 素 因 于, 它 整除 1- ! 愉 好 至 
a 次 震 :1- =T0 .假定 1 不 能 整除 x. 若 同 余 式 

1 = ¢ (modl™"!) (82) 
在 & 中 有 一 个 解 £, 则 [分解 为 /个 因子 ,它们 在 K(r;&) 中 是 互 
蜡 的 . 若 同 余 式 
x 三 g(t{modl* ) (83) 

有 解 ,但 (82) 式 无 解 , 则 1 为 KK 中 一 个 素 理想 .最 后 若 (83) 式 亦 无 
解 , 则 1 为 KK 一 个 素 理 想 的 1 次 医 . 

I . (82) 式 的 可 解 性 恒 合 于 1 在 中 司 以 分 解 为 相 有 党 因子 ， 
即 从 【=&.s8 5 1 理 , 此 处 共 孝 是 互 异 的 ,由 定理 110 的 证 明 可 以 
推出 K 中 每 一 个 整数 都 同 余 于 & 中 一 个 整数 模 足 的 每 一 个 宪 . 即 
对 于 每 一 个 有 理 整 数 5 钴 有 中 对 应 的 & 使 

M — £ = 0O(modQ); 

从 而 这 个 数 M 一 & 的 相对 范 数 可 以 被 NCQ) = 整除 ,所 以 三 
六 (modlt ) 关 于 可 解 .反之 ,假定 g 三 (modl* 7), 命 p 为 中 
一 个 非 整 数 , 它 可 以 被 表示 为 商 


i 
P= Te (Tt,[)} = 1, 
此 处 z 为 与 I 互 素 的 整理 起 . 则 数 A = p(tM - 引 是 多 项 式 
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Fr)= (r+ oe) php 
一 -1 |, 2223_ 1-2 ) ,,. 
‘ie - oe 


十 |, je + oe —p) 


的 一 个 根 , 检 而 它 是 一 个 整数 .上 式 中 的 二 项 式 系 数 可 以 惟 i 整 
除 ,所 以 由 假定 及 (80) 可 知 它们 可 以 被 5*- 整 除 .从 而 p+ 
1 为 一 个 整数 ,及 由 (82) 式 可 知 常 数 项 外 为 一 个 整数 . 符 我 们 
置 &= (1,A), 由 于 NNi(A)= AAA 可 被 1 整除 ,所 以 理想 足 不 
是 上 .又 由 于 
A-sA = ooM(l 一 号 

显然 与 上 互 素 , 旦 含 于 (8,.s&) 之 中 ,所 以 息 与 所 有 共 印 互 素 .因此 1 
包含 到 中 一 个 与 它 所 有 共 箔 均 相 异 的 因子 ; 故 由 定理 117 可 知 它 
分 拆 为 二 个 五 异 的 因 于 ， 

芽 . 假 定 去 在 (mod 可 解 , 则 我 们 同样 可 证 明 A = p(M 一 
£) 是 K 民 中 整数 ,其 相对 差 积 与 1 互 察 .从 而 ,由 定理 114 可 知 [ 不 
能 是 K 中 一 个 素 理 想 的 7 次 宕 ,所 以 若 (82) 式 不 可 解 , 则 由 工 可 
知 1 不 能 分 拆 成 ! 个 相 异 因子 .因此 由 定理 117,1 必须 是 KK 中 一 
个 素 理 想 . 

下 .假定 x 三 (modl* ) 不 可 解 及 命 4 为 使 k 夺 (modl*) 有 
解 的 最 高 寡 . 则 由 费 己 定 理 可 知 每 一 个 数 此 问 余 于 一 个 次 玫 模 
[. 所 以 之 1. 进 而 理 之 ,2 不 能 被 ! 整除 ,否则 者 

n= (mod*), 0<6bSa-l 
可 和 解 , 则 它 对 于 mod[**! 亦 可 解 .事实 上 , 取 4 为 中 整数 , 它 满 
是 : 

4 可 被 巴 整 除 , 但 不 能 被 总 整除 ， 
则 对 十 每 一 个 整数 ww, 当 5 和气 a 一 上 时 有 有 

(E+ Aw) Oo + A (mode). 
但 由 于 wi 可 表示 每 一 个 剩余 类 modl, 所 以 w 可 以 按 下 面 方法 来 
决定 : 
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x (E+ Av) =0((modl*'!). 
由 于 如 之 al, 瞩 以 由 此 导出 x 不 能 被 二 莫 除 . 傅 w=bit vy(0 之 vw 
乏 一 了 ), 太 妈 之 ai ;及 全 
p 为 一 个 数 , 其 理想 分 母 为 1*. 
则 如 上 ,我 们 可 以 看 到 若 二 吝 (mod1*) 则 A = oO 一 上 为 整数 ， 
它 丰 能 被 7 整除 ,但 N;(A) 可 第 位 整除 ,因此 中 = (全 ) 为 天 中 
理想 , 它 异 于 [与 (1). 因 此 1 不 是 KK 中京 理 想 ,及 由 于 情况 I 不 成 
部, 所 以 出 定理 117 可 知 7 只 可 能 是 KK 中 一 个 素 理 想 的 1 次 虹 . 
进一步 ,由 定理 118 与 119 立即 推出 
定理 120 KK (ji; 上 ) 关 于 的 相对 判别 式 等 于 1 当 且 仅 当 
4 是 & 中 一 个 理想 的 7 次 寡 , 及 同时 假定 jx 选 作 与 ! 互 索 , 同 余 式 
kt 二 {mod(1 一 如 站 在 上 中 有 一 个 解 &. 
正 娩 蕴 面 提 过 的 ,-- 个 域 特 兰 别 式 不 能 等 于 土 1. 现在 对 于 所 
有 算术 都 是 基本 事实 , 即 关于 异 于 (1) 的 数 域 的 相对 判别 式 很 容 
易 等 于 1. 这 种 发 展 导 源 于 克 罗 内 克 . 希 尔 伯 特 认识 到 这 些 域 对 于 
一 般 算术 及 在 它们 上 面 的 高 次 互 反 定律 的 重要 性 .例如 有 定理 
说 域 K(fr;&) 有 相对 判别 式 为 | 存在 当 且 仅 当 上 中 理想 类 名 个 
数 可 被 上 整除 .这 样 的 相对 域 被 称 为 上 的 希 尔 伯 特 类 域 . 


时” 关于 这 些 问题 ,请 比较 镑 尔 伯 特 的 数论 报告 咏 54 一 58, 评 可 罗 他 的 基本 论 交 
Tber die Therntie det relative Abelschen Zahlkorper, Acta lathemativa, Vol. 26 (1902 7 and 
Goltmger Nachrichten 1893. 希 尔 怕 特 的 贡 喜 被 闪 水 特 厂 革 勒 尔 维 线 着 并 在 一 个 其 系列 
论 交 中 得 到 了 部 分 的 结论 {两 利和 最 重要 者 为 ; Migemeiner Existerzbeweis fur den 
Klpssenkomper eines bebebigen nlgebraischen zahlkorpers, TI TY, Math, Ann Vol. 067,72, 
了 1909 through 1913). 

多 ”对 于 /1=2 之 情况 , 则 基础 必 须 建立 在 一 个 较 窜 类 的 概念 F{ 清 比较 本 书 最 后 

“他 让， 
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在 1840 年 , 犹 利克 雷 在 他 的 并 创 性 论文 “Recherches sur di- 
verses applications de | analyse infinitesimale a la theorie des nom- 
bres” (Crelles Journal, Yol. 19. Werke Voal. 1 p. 411) 中 显示 了 连续 
变量 分 析 的 强 有 力 方 法 是 人 怎样 被 用 于 纯 算术 问题 的 求解 的 .对 于 
数 域 算术 来 说 ,这 些 方法 变 成 极端 的 重要 , 即使 在 今天 ,类 数 问题 
及 素 理想 分 布 问题 仍然 只 能 用 这 些 超 越 方 法 来 处 理 , 即 仍然 完全 
不 能 用 纯 算术 方法 来 处 理 . 

在 本 章 中 ,我 们 将 讨论 上 夯 提 到 的 两 个 间 题 及 狄 利 元 雷 方法 
对 它们 的 解决， 

狄 利 克 雷 发 现 %4 的 基本 事实 为 ,使 我 们 可 以 说 一 个 域 K 中 一 
个 固定 的 理想 类 中 理想 的 “ 密 率 ” ,而 且 对 于 K 中 所 有 理想 类 来 
说 ,这 一 密 率 都 是 相同 的 .更 确切 地 说 ,下 面 定理 成 立 : 

定理 121 命 A 为 K 的 任意 一 个 理想 类 ,及 命 Z(t;) 表 示 
类 A 中 范 数 委 t 的 整理 想 的 个 数 . 则 极限 
Z(t;A) 

t 


Him 


fe 


一 


存在 ,并 且 由 公式 
_ 2ntrzx2R 


wlyd 


@” 狐 利克 雷 只 对 二 次 域 发 展 了 他 的 结果 并 未 对 这 里 所 讨论 的 理想 来 
讨论 , 即 他 论 及 的 是 二 次 型 .( 请 比较 $53). 由 戴 德 金 将 此 方法 引进 一 般 代数 
数 域 . 
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给 出 ,此 处 « 独立 于 A 而 且 是 仪 由 域 来 决定 的 . (记号 见 § $34， 
35). 

证 命 & 为 A 的 道 类 A 中 的 一 个 整理 想 使 A 中 每 一 个 理 
想 乘 以 a 忆 后 都 变 成 一 个 主 理想 ,所 以 对 于 A 中 每 一 个 整理 想 b 
此 存在 一 个 惟一 的 主 理想 (o). 它 可 被 整除 旦 满足 

tb = w. 

从 而 Z{1t;A) 等 于 可 以 被 整除 , 范 数 的 绝对 值 科 纺 Nm) 的 非 相 
位 整数 w 的 个 数 . 

我 们 企图 用 不 等 式 在 每 一 个 相伴 数 系 中 提取 一 个 元 素 , 为 此 
俞 EyrEFs"" ,Ey 为 § 33 所 说 的 一 个 基本 单位 系 . 对 于 域 中 每 一 个 
异 于 0 的 数 。w , 篆 存 在 惟一 确定 的 实数 c1,c2,…,c, 系 使 其 前 + 个 
共 胃 有 

Cp) 
og 项 二 = cllogje 扣 | 十 .二 clog | ee? | 
(pp = 1,2,.°",7). (84) 

我 们 称 请 c; 为 w 的 指数 ,又 当 Ko) 为 实 阿 ， ex = 上 ,否则 er=2. 由 
于 


T+1 


2 eplOg 


| 


Sonlogle | = 0, 
所 以 对 于 p 二 ++ 1(84) 式 亦 成 立 ， 从 而 对 于 所 有 共 蜀 篆 成 立 .由 
定理 100 可 知 每 一 个 单位 均 有 形式 
CeTie2 "err, 

此 她 上 为 K 中 存在 的 一 个 单位 根 ,而 m; 为 有 理 整 数 ,所 以 wm 的 
相 件数 系 有 指数 

Ci + Pts C2 tT M29 Cr 十 Mey. 
从 而 对 于 每 一 个 ,和 错 有 其 一 个 相伴 数 具有 指数 

0 寺 ci<1 (i = 1,.…,7). 
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进而 育 之 ,在 相伴 于 w 的 元 素 中 恰好 有 ww 个 相 异 的 这 种 元 素 , 因 
此 ZIt5A) 等 于 域 中 可 捉 a 整除 及 适合 下 而 条 件 的 整数 个 数 


[No = oD ww | N(a)s, (85) 
0 1 (p= 1,"",n), (86) 

欲 w 能 被 a 整除 ,其 充分 必要 条 件 为 
ol 有 = > rb?’ (p = 1,2,.°",7), (87) 


此 处 x 为 有 理 整 数 及 a ,… ,a 表示 理想 a 的 -组 确定 
基 . 从 而 w* Z(t; 有 A) 表 示 适 合 三 个 条 件 (85) 式 ,(86) 式 ,(87) 式 的 
非 全 为 0 的 有 理 整数 x ,… ,rw 的 组 数 ， 

车 我 们 现在 有 取 任 意 实数 值 > ,对 于 对 应 的 w'? 半 0, 则 由 方程 
(86) 式 可 启 存 在 惟一 确定 的 c. 命 1,… ,Xx 为 n 维 空间 一 个 点 
的 笛 卡 儿 直 角 坐 标 及 开始 时 ,我们 只 考虑 那些 不 位 于 一 个 低 维 流 
形 ut 六 =0 中 的 那些 点 , 则 不 等 式 (85) 式 与 (86) 式 显然 在 补 空 间 
中 定义 了 完全 位 于 有 限 空间 中 的 一 个 区 域 召 , ;事实 上 ,我 们 有 


Le = | | < yma e™ 
(p = 1,2,.…,n), 

此 处 M 表示 log| s 吕 | 的 绝对 值 的 最 大 值 .我 们 现在 将 诛 域 B, 完 
善 成 为 一 个 闭 区 域 BB? :将 线性 流 丧 w'?!=0 中 的 有 限 部 分 , 即 仍 
适合 条 件 

| 全 evViNGN (p= 1,2,.,n); 
但 至 少 有 -- 个 w= 人 0 之 部 分 漆 在 B, 之 上 . 则 B; 仍 位 于 有 限 空 
间 之 中 . 格 点 z+1,… ,xz,( 即 有 理 整 数 坐 标 之 点 ) 属 于 闭 区 域 B， 中 
的 点 数 等 于 ww' 2Z(z ;及 ) 再 加 1( 对 应 于 原点 ), 由 于 格 点 个 数 渐 这 
于 这 个 区 域 的 体积 .实际 上 ,和 置 x = yy 于 , 则 工 空 间 的 区 域 B* 就 
蛮 成 y 空间 的 Br .而 格 点 x , 则 对 应 于 点 y, 其 坐标 有 形式 
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有 理 整数 
和 
所 以 y 空间 被 边 长 为 让 的 立方 体 的 一 个 网 所 覆盖 ,及 由 体积 或 者 
定 积分 的 定义 ,可 得 
im Zi3A) _ ao _ 


同时 ,By 又 是 由 下 面 不 等 式 确定 的 区 域 ,我 们 置 


w= ya (p=1,2,.,n) 
天 一 上 
及 我 们 有 
0 | oo ww < N(a), 


= > ca logl ey | 
on—1 


wfF) 
oe NE 
及 0&c <1(p,9=1,…,r) 或 
[ao 人 | 妥 eW YN(a) 并 且 至 少 有 一 个 wt) = 0. 
由 于 最 后 一 个 条 件 忆 定 尽 了 低 维 流 形 ,而 区 域 的 这 部 分 对 n 重 定 
积分 是 不 起 影响 的 ,从 而 这 些 条 件 可 以 被 取消 掉 . 
为 了 计算 积分 了 ,我 们 引入 w' 站 的 实 部 与 典 部 作为 新 变量 来 
代 苦 诸 y. 
置 
zp = wh), 当 p = 1,2,.…,r), 
zp + izp4r, = wt), 当 p= rt rt rs, 
则 函数 行列 式 ( 如 定理 95) 


d (Tl Cn) _ _ 
一 了 . 
SR 2 (a) Val 


若 关于 z 与 zp+ ,我 们 引入 极 坐标 ; 
Sp OpeOSF pr, 


(pp > D000 gp <2r p= ritl,, rt+r), 
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gp+r， 一 PpSinpp-r 
及 震 为 了 对 称 性 我 们 置 
Zp = Pp: p= ] ，…… ,rl. 
则 
可 人 之 1， Tn ) 


(p11 Pl Pas» Pr, ) = Or HT 
及 BY 可 以 用 新 变量 表述 如 下 : 


rtt 
0< pl < Na), 
志 =1 


og eo) = Bog]] [ols + Sodoele |, 0< 6 <1 
pp > 0 及 0 po, < 2x, p= tlt 
关于 g; 的 积分 可 以 直接 算出 来 ;如 果 我 们 将 积分 前 置 一 个 因子 
2 , 则 我 们 仅 需 在 区 域 的 一 部 分 p10,… ,p>0 求 积分 即 可 ,所 
以 如 果 我 们 引入 本 = 所 , 则 


Driters pe”2 | | 
一 四 re di i “td 
J N{a) V2 Pritl ”让 Pr +trite1ap2 Or+l 
Dr tr gp | 
. dd, 
NT 了 /3 | dod "dv 
此 处 v; 的 条 件 为 
D0 < 下 2 tl < Na vp > 0， 


log Up 二 zlog( zl " V2" U1 )+ eo 2 colog| ep) | ;0 去 、 Co 之 1， 
全 


最 后 我 们 引 人 c1，…,cr 作为 新 变量 来 代 符 并 置 
= VI V2 Wtl 


则 得 


log rm = -logu + e224 colog ed | ， 
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el log| ej | .el log| es 多 | 
恺 中] | _ | 本 a | 
a(u,c1s ,cr) Ht - “ 
er log| el |-…e, log| "| 
二 十 及， 

最 后 得 

下 ,十 mia} + 

站 2A 2 R| 和 | derde _ FritraR 


1 = Nay[/aT 0 us ca r af 


定理 121 证 完 ， 


$ 41. 理想 的 密 率 与 类 数 


如 果 我 们 应 用 刚才 证 明 的 对 于 每 个 个 别 理想 类 的 极限 方程 ， 
然后 对 于 所 有 理 息 类 来 求 和 , 则 我 们 立即 得 到 由 狄 利 克 雷 与 戴 德 
金发 现 的 域 的 整理 想 密 率 与 其 类 数 之 加 的 联系 , 即 

定理 122 命 Z(t) 表 示 域 的 范 数 所 : 的 整理 想 的 个 数 . 则 
20 = hx, | (88) 


此 处 表示 域 的 类 数 . 

类 的 概念 的 定义 在 数 Z(z) 中 并 不 出 现 ,现在 可 以 用 另 法 来 计 
算 , 即 用 我 们 关于 域 的 有 理 率 数 分 解 式 的 知识 , 按 这 一 途径 ,类 数 
联系 着 分 解 定律 ,从 而 在 某 些 情况 下 ,类 数 非常 简单 的 表达 式 可 以 
被 推导 出 来 ,至 今 尚 无 其 他 方法 可 寻 . 

若 F(zm) 表 示 域 中 范 数 等 于 一 个 正 数 mx 的 整理 想 个 数 , 则 品 
然 


Z(t) = Flm), 


此 处 > 表示 指标 mx 的 求 和 范围 为 适合 1 所 mr 所 + 中 的 所 有 有 理 


整数 . 进而 言 之 ， 对 于 两 个 有 理 整 数 a,bp 有 
Flab) = F(a)，F(5)， 其 中 (a,5)=1. (89) 
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事实 上 ,对 于 两 个 理想 a 与 6 满足 N(a)=a,N(6b)=5, 则 有 
理想 ¢=ab 及 Nt(e)=ab. 肥 之 , 蔡 ' 是 一 个 理想 并 有 范 数 a5, 则 我 
们 置 

(¢a) = &, (cp) = b; (90) 
由 乘法 得 


ub 一 【cea Bed) 一 ca 《， 

实际 上 , 取 共 示 即 由 (90) 式 可 知 Wo) 是 a* 的 因子 ,所 以 与 5 互 
素 , 同 理 N (Bi) 与 a 互 素 ,而 乘积 N (oa)N (b1)= ca. 从 而 
NaJ=a Nan)=D5 及 (分 解 为 两 个 范 数 分 别 为 a 与 5 的 因 
子 , 故 得 论断 (89) 式 . 

一 般 言 之 ,利用 这 一 会 式 ,E(a) 的 计算 可 以 归结 为 已 ( 戎 ) 的 
计算 ,此 处 产 为 一 个 素数 宕 ， 

决定 F( 六 ) ,从 而 决定 F(o ) 的 计算 在 引入 一 个 新 图 数 后 可 
以 有 相当 大 的 简化 ,由 此 极限 过 程 (88) 式 转化 为 一 个 较 便 于 计算 
的 极 跟 过 程 .这 一 函数 就 是 犹 利 殉 雷 - 戴 德 金 的 截 塔 (zeta)- 晴 数 . 


$ 42. 戴 德 金 截 塔 (zeta) 了 图 数 


我 们 称 形 如 
Y， Ca 


a 

的 级 数 为 狄 利 克 雷 级 数 ,此 处 a1,a3,… 为 给 定 的 一 个 数列 ,在 此 
后 的 讨论 中 ,假定 * 为 一 个 实 变量 ,及 记号 wn’ 表示 和 宕 的 正 值 . &， 
称 为 级 数 的 系数 . 当 级 数 收 化 时 , 它 表 示 * 的 一 个 函数 ， 

引 理 a 当 s>1 时 ,级 数 > 17 收敛 ,及 表示 一 个 的 
连续 函数 , 即 所 谓 歼 曼 截 塔 函 数 5(s). 进 而 言 之 

lim(s ~ D¢(s) =1. 
由 十 积分 的 定居 可 知 


3 42. 载 德 金 截 增 {zeta) 函 数 1359 : 


[Ws (n > 1), 
所 以 当 这 1 时 级 数 收 化 ;从 而 这 个 仅 有 正 连 续 项 的 级 数 , 表 示 一 
个 连续 了 帅 数 5(s) ,及 


上 宪 <ge)<| 安 +1， 
] 站 i 六 


下 


l<(s— IrF{ts)< ss, 
由 此 得 到 极 眼 关系 . 
引 理 b 置 
Stm)=alt + am; 所 以 ae = Stn) — Stn — 1). 
若 存 在 一 个 数 glo >0) 使 商 式 


Sm < 和 A (m2 一 1 2,…)， (91} 
此 处 A 是 -个 与 mm 无 闫 的 常数 , 则 当 > 时 级 数 2;，; 汪 收 
化 并 表示 一 个 * 的 连续 函数 . 
对 于 所 有 正 整 数 mx 与 有 ， 
Ya 3 Stn 1D 
之 A 六 
mh SC -tt 而 十 下 一 1 1 
- 2 s(n) 5 -cr 
由 于 
1 1 _ er 
nm (xnt+l1y: rl 
当 ;这 5 时 ,由 {91) 式 采 族 
a 24 As 1 
之 5 mo m ks 5+1 7 二 一 六 ps 


从 而 当 *>e 时 ,级 数 收 敛 ,事实 上 在 每 一 个 区 间 sg + 6 所 委 a ++ 
5 (其 中 人 >8> 人 中 一 致 收 伍 ;因此 它 表 示 * 的 一 个 连续 晒 数 . 
引 理 ¢ 着 在 上 面 的 记号 中 
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则 若 * 趋 于 区 由 >1), 我 们 有 
limt’s 一 DY 二 ~ ce. 
当 ;之 1 时 由 引 理 b 可 知 级 数 收 敏 . 大 我 们 置 
总 (天 ) = cn + enn, 
此 处 由 假设 可 知 lime, =0, 及 
p(s) = 2 2， 
则 当 s 之 1 时 由 上 可 知 
|g(s)— ct(s)|=s D2 ,| 2 | < sj ” 安 . 


对 于 任意 3 >0 我 们 可 以 选取 一 个 整数 N 使 妆 二 位 N 时 有 
es | <, 及 对 于 所 有 n 我 们 选取 C 满足 | e| <C. 所 以 
上 -lefs)-et 一 1)505)| 


< GG-DZ| 18 -D> 


< Csts — 1l)logN + 6s(s 一 0 安 


由 于 当 s 趋 于 工时 ,后 面 的 表达 式 趋 于 今 ,所 以 
limi(s -1)g(s)— cls—1)t(s)|= 
因此 由 引 理 a 即 得 引 理 c. 
对 于 每 一 个 代数 数 域 , 我 们 定义 一 个 连续 变量 * 的 所 谓 & 
的 截 塔 函 数 , 即 


1 
名 (5) = 2 Ny (92) 


狄 利克 震 对 于 二 次 域 而 戴 德 金 对 于 一 般 域 上 引进 了 这 一 函数 .此 
处 a 过 上 中 所 有 非 零 互 异 理想 .如 果 我 们 用 前 一 节 的 记号 F(n)， 
则 级 数 亦 可 以 写成 

ts) = > PL, 


$42. 茂德 金 截 塔 (zeta) 范 数 ，461 ， 


及 由 定理 122 及 引 理 b 与 ,我们 得 
定理 123” 当 s>1 时 ,5i(s) 由 收 伊 级 数 (92) 定 义 , 它 是 ; 的 
连续 晴 数 及 当 s 趋 于 1 时 有 
limt’s — ts) = hx. 
若 我 们 借助 于 上 的 素 理 想 将 &(s) 表 为 一 个 本 质 上 不 同 的 形式 ， 
因由 这 个 公式 出 发 ,我 们 就 有 一 个 计算 有 的 机 会 . 
定理 124 当 s>L 时 ,方程 
gs:) = 工 一- (93) 
”NO 
成 立 , 此 处 ?经 过 大 的 所 有 互 异 案 理想 . 


由 于 作为 级 数 部 (s) 的 一 部 分 ,所 以 AS 收 策 ,从 而 这 


一 乘积 收 敏 . 对 于 一 个 单个 因子 ,我 们 得 到 一 个 正 项 收 伍 级 数 


1 1 1 
TN NOY NO (94) 
车 对 于 所 有 p, 我 们 纯粹 从 形式 上 将 这 些 表 达 式 乘 起 来 , 测 得 一 个 
以 
1 
NN (Pp 

为 项 的 级 数 ,此 处 每 一 个 素 理 想 寡 滋 积 在 范 数 记号 中 正好 出 现 一 
次 .由 基本 定理 ,在 这 种 形式 中 我 们 获得 上 的 每 一 个 整理 想 亦 正 
好 一 次 ,而 收 敏 级 数 5.(s) 的 所 有 项 都 正好 出 现 一 次 . 当 ;>1 时 
由 于 级 数 的 每 一 单 因子 都 绝对 收 敏 而 >+ 时 习 积 收 伊 ,所 以 由 级 
数 项 的 相同 即 得 两 端 相等 , 即 (93) 成 立 . 

定理 125 按 戴 德 金 方法 ,类 数 有 的 决定 归结 为 域 的 素 理 想 
由 方程 


hx = limls -1)H ! I (95) 


二 NO 


来 决定 ， 
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这 一 基本 事实 为 已 经 提 及 过 的 (88) 式 的 另外 书写 途径 ;无 沦 
如 何 , 作 为 进一步 计算 的 起 始点 ,这 比 过 去 的 方程 更 为 方便 一 些 ， 

关于 类 数 有 用 的 表达 式 现在 可 以 对 那些 域 被 推导 出 来 ,其 中 
有 理 素数 p 的 分 解 式 已 经 知道 ( 试 比 较 §51 在 那里 是 对 二 次 域 来 
进行 计算 的 ) ,在 相反 的 方向 , 若 我 们 仅 用 这 样 的 事实 , 即 在 任何 情 
况 下 hw 均 非 0, 则 我 们 可 以 由 定理 123 与 124 推出 关于 素 理 想 
的 结果 ,这 将 要 在 以 后 的 节 中 加 以 讨论 . 


$ 43. 次 数 1 的 素 理 想 分 布 , 特 别 是 
算术 级 数 中 有 理 素 数 分 布 


由 定理 123 ,我 们 立即 得 到 : 当 * 趋 于 1 时 , 戴 德 金 截 塔 函 数 
局 (s) 变 成 一 阶 无 穷 大 ,从 而 


ogti(s) = log Li + g(s), (96) 


此 处 当 * 赵 于 1 时 ,gfs) 是 有 界 的 ,由 乘积 表示 式 (93) ,我 们 得 
定理 126 车 入 过 二 的 次 数 为 1 的 互 异 素 理 想 , 则 当 >1 
时 ， 
— = log— + g(s), (97) 
™ N (pL) s-—1 ! 
此 外 当 s 趋 填 1 时 ,gi(s) 胡 汶 有 界 的 .因此 在 中 有 励 穷 多 个 次 
数 为 1 的 素 理 想 . 

证 当下 =1,2,…,# 时 , 命 py 过 次 数 为 了 的 互 异 素 理 想 . 
(当然 py 不 一 定 对 每 一 个 上 都 存在 . ) 由 于 在 中 最 多 只 有 个 不 
同 的 素 理 想 整 除 一 个 给 予 的 有 理 素 数 请. 所 以 当 *>1 时 ,在 任何 
和 情况 下 迪 有 

下 上 一 < 工 一 TT = 中 fs)". 
nr 1 ~ 1 一 
Re 和 ?| 可 
因此 当 * 一 1 时 ,对 于 /332 关于 py 的 乘积 介 于 两 个 正 的 界 之 
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间 , 从 而 仅 由 素 理想 pi 才 可 以 将 名 (s) 变 为 无 穷 ,及 实际 上 ,到 对 
数 可 条 

ogti(s) =— Plog(1— Negy)+ fs), (98) 
此 处 认 s) 为 有 界 的 .由 于 Np ) 宇 2, 所 以 当 s 交 1 时 有 


1 ] 
-el — Ni)- NOmY + ?C5), 


1 


l 1 1 
0 gp(P1ss)= 2 Np Js Mey yt 


“< Ney 
及 关于 入 求 和 得 
0< Ppln, <2D Np 2 i <2 


pp 


即 当 ,>1 了 时， 上 于 co s 欧 于 1 时 
log ti(s) 一 之 Te 

是 有 界 的 ,再 由 (96) 式 即 得 (97) 式 ,因此 当 s 趋 于 1 时 ,关于 pi 的 
和 和 变 或 任意 大 ,从 而 它 必 定 全 有 盛 穷 多 项 . 

这 个 一 般 人 性 的 定理 关于 每 一 个 代数 数 域 郁 是 对 的 ,现在 我 们 
来 让 明 与 素数 分 布 相关 的 有 理 算术 非常 重要 的 事实 . 

我 们 取 上 为 m 次 单位 根 生 成 的 域 . 由 定理 和 2 可 若 除 有 限 多 
个 例外 ,一 次 素 理想 的 范 数 正 好 等 于 满足 同 余 式 pp 三 1(mod x) 的 
有 理 泰 数 .从 而 由 年 理 126 推出 

定理 127 存在 无 穷 多 个 正 有 理 素数 满足 p 寺 1(mod mm). 

若 no 表示 mm 次 单位 根 的 域 的 次 数 ( 由 $30 可 其 它 不 大 于 
gp(m)), 则 正好 有 下 中 no 个 相 异 的 素 理 想 可 以 整除 这 样 一 个 p， 
及 因此 方程 (97) 变 成 


1 1 
Llg— + gi(s). (99) 
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狭 利 殉 雷 用 相对 简单 的 考虑 证 明了 如 何 亦 可 以 得 到 其 他 简 余 
类 mod m 中 素数 存在 性 的 信息 . 为 此 目的 ,我 们 引进 在 815 定义 
了 的 剩余 特征 mod zm. 
定理 128 若 X(n) 表 示 一 个 4 的 莘 余 特征 mod nn, 则 当 ;> 
1 时 , 狄 利 克 雷 级 数 
2 XCn) 


L(s,X) = >， 


天 二 于 


绝对 收 伍 及 当 :之 1 时 ,我 们 有 和 飞 积 表达 式 
四 1 
L(s,X) = 本 2 (100) 
pp 
此 处 p 经 过 所 有 正 有 理 索 数 , 进 而 言 之 , 关 站 不 是 主 特征 , 则 当 s 
>0 时 ,上 (s ,多 ) 的 无 穷 级 数 就 收 钙 了 . 
首先 由 于 Xt) 或 者 为 一 个 单位 根 , 或 者 当 (n ,mw) 关 1 时, 它 等 
于 0, 所 以 x(n) 的 绝对 值 不 超过 1. 从 而 当 5s 户 1 时 , 奴 数 的 绝对 收 
伍 人 性 及 乘积 表达 式 立 即 得 证 . 由 于 对 于 任何 一 对 正 整数 a ,六 此 有 
Xlap) = XC(a) Xt), 
所 以 对 于 乘积 的 每 一 个 单独 因子 我 们 有 
1 1 
; _ Xp) pr p” 


El 


pr 
如 同上 面 定理 124 的 证 明 ,由 此 及 乘法 与 绝对 收 合 件 即 得 方程 
(100). 

最 后 , 若 xX 为 非 主 特征 xi mod 区 , 则 由 特征 的 基本 性 质 ， 
>) x(n) = 0, 此 处 n 经 过 任何 完全 剩余 系 mod m 可 知 当 x = 
y*m 二 7, 此 处 yy 与 7 为 整数 及 0<r<7m ,时 有 


ze = | Ox) + Dz) | Px) m, 


即 当 z 趋 于 无 穷 时 ,上 式 有 界 .所 以 由 上 节 引 理 b 可 知 当 s>0 
时 , 犹 利 克 雷 级 数 收 敦 . 特别 由 此 推出 阁 X 非 主 特征 , 则 函数 
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L(ts ,在 点 s=1 亦 是 连续 的 . 
定理 129 对 于 每 一 个 特征 X modm ,者 >1, 则 
X(tp) 


log L{s,X) = >) + gtssX), 
此 外 当 ; 趋 于 1 时 ,g(s,X) 是 有 界 的 . 
对 于 >1, 若 我 们 用 收入 级 数 
1 Xp 1 Xp) 1 XP) 
人 十 本 pe + 3 3 十 
pp 
= 


pb 
来 定义 对 数 隙 数 , 此 外 显然 有 
[Fls,p) | 所 1, 之 2,5 守 1， 
则 当 >1 时 这 种 表达 式 对 于 所 有 正 素数 之 和 收 合 ,因此 这 一 和 表 
示 了 了 log 上 L{s,X) 无 穷 多 个 值 的 一 个 . 即 对 于 这 个 值 定理 129 成 
立 ， 
进而 言 之 ,对 于 主 特征 X% = Xi1, 我 们 有 更 确切 的 
L(s,X1) = log -+ H(s), (101) 


此 处 当 ; 宇 1 时 , 昌 (s} 是 有 限 的 . 
若 在 (97) 式 中 ,我 们 取 匀 为 &(1), 则 知 当 s 一 1 时 
>») — log < 1 1 


» 

为 有 限 的 ; 另 一 方面 ,一 般 言 之 , Xi1(p) 等 于 1 及 仅 对 于 有 限 多 个 
可 以 整除 mx 的 素数 pp, 它 的 值 异 于 1( 实 际 上 ,等 于 0). 因 此 (101) 
式 得 证 . 

为 了 由 此 得 到 仅 关 于 一 个 剩余 类 mod mz 中 的 素数 求 和 时 , 命 
a 为 任意 与 mn 互 索 的 有 理 整 数 及 命 6 为 有 理 整数 满足 

4 至 1(mod nn ). 

则 对 于 s>1, 车 >， 表示 过 所 有 特征 X mod m 的 一 个 和 ,我 们 有 
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x(a)logL(s,X) = DX(b) 2 oe + DXCb)g(s,X). 
x 区 £ x 


我 们 将 后 面 一 个 和 记 为 f(s), 则 当 s 趋 于 1 时 ,在 任何 情况 下 , 它 
都 是 有 限 的 ,二 重 和 适合 


人)X(A) = = XC5p) = 
所 以 


当 bp Elmod m), 
i), 当 bp = 1(mod m ), 


Sx(b)logL(s,X) = plm) > + f(s), (102) 
x p= m 
此 处 仅 对 满足 p 三 a (mod mm ) 的 正 率 数 求 和 . 
最 后 ,让 * 赵 于 临界 值 1. 由 (101) 式 可 知 左 端 由 主 特征 多 = 
Xi1 构成 的 项 变 为 正 无 穷 .因此 若 剩 余 诸 项 有 限 , 则 (102) 式 的 整个 
左 端的 增长 将 超过 任何 给 予 的 界 .从 而 右 闪 必须 包含 无 穷 多 项 ;: 因 
此 有 无 穷 多 个 素数 p, 它 二 a (mod 天 ). 
因此 下 面 论 断 的 验证 是 犹 利 克 雷 思想 链 的 主要 环节 ， 
巷 多 非 主 特征 , 则 当 ; 趋 于 寺 时 ,logE(s, 2 为 有 限 的 . 
出 于 这 些 工 (s,X) 是 s 的 连续 函数 ,所 以 当 s >0 时 ,由 定理 
128 的 最 后 一 部 分 ,这 一 论断 恒 同 于 
定理 130 若非 主 特征 , 则 
L(],X) = limL{s,X) 尖 人 0. 
实际 上 工 级 数 不 等 于 0 是 ts) 在 s=1 处 有 一 级 无 穷 大 的 
直接 容 论 .由 (102}) 可 知 当 4a=5=1 时 有 
DogL(s,X) = glm) >») 工 + G(s), 
x p=1ltmel m} rp 
及 若 我 们 利用 (95) 式 则 得 
SiogL(s, X) = mlog i + Gits), (103) 


其 中 G(s 9 Gi(s) 都 是 有 限 的 .由 (101) 式 可 知 左 端 仪 由 主 特征 
X1(s) 对 应 的 项 安 为 无 穷 大 , 则 剩 下 诸 项 有 
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DeL (ss) = | -log l + G(s), 
0 


XX s—1 


上 EGG = 人 ”ee 
盖 


我 们 已 知 pfm)) 宇 np. 若 plm) 记 nn0; 则 当 s 趋 于 1 时, 右 问 变 成 
无 穷 ,而 左 端 每 一 个 因子 都 有 痕 , 从 而 左 端 有 限 .所 以 首先 得 到 
Pp(m)= n0; 其 次 整个 右 端 等 于 

et 
它 是 一 个 指数 量 , 所 以 不 会 趋 于 0. 由 于 左 端 每 一 因子 都 有 一 个 有 
限 极 限 ,所 以 左 问 亦 然 ,从 而 定理 130 成 并 . 

由 此 及 上 述 , 狄 利克 雷 的 著名 结果 得 证 . 

定理 131 车 (a,m)=1, 则 存在 无 穷 多 个 正 率 数 p 满足 p 二 
a (mod me). 即 当 二 =1,2,3,… 时 ,p= mxz+a 无 穷 次 表示 素 妾 ， 

作为 一 个 附带 结果 ,我们 由 证 明 得 到 了 

{Mm} = no. 
即 zx 次 单位 根 的 域 的 准确 次 数 亦 由 分 解 定 律 得 到 . 由 此 我 们 证 明 
了 《= ex 的 代数 方程 在 有 理 数 域 上 是 不 可 约 的 . 

如 果 我 们 更 深入 地 考虑 导 至 定理 131 证 明 的 结论 链条 , 则 
L(1,X) 关 0 的 验证 应 为 最 困难 之 点 ,而 这 一 验证 是 由 方程 (103) 
及 在 ;二 1, ts) 变 成 一 阶 无 穷 大 而 得 到 的 .后 面 的 这 个 事实 则 是 
基于 $40 关于 理想 密 率 的 诸 定 理 .在 那些 证 明 中 ,需要 单位 的 整 
个 理论 .现在 重要 的 是 用 工 (*,X) 函 数理 论 的 精确 知识 来 代替 数 
论 方法 亦 会 取得 同样 的 成 功 .作为 方向 ,关于 这 点 我 们 作 几 点 注 
记 . 

首先 ,由 $42, 引 理 虽 可 以 证 明 在 =1,L(s,X) 是 可 微 的 (级 
数 的 逐 项 微分 法 ) ,从 而 车 L(1,X) =0, 则 这 一 蝎 数 相 :=1 有 一 
个 至 少 一 次 等 只 ,因此 
LissX) 0 Lls,X)— L(xX}) dL(s,X) 

一 二 im 二 一 

1 s—1 sr" 。-« 一 ds 
存在 , 另 一 方面 , 当 s>1 时 ,所 有 qlm) 个 级 数 的 乘积 是 一 个 仅 有 


| -| 


: 168 . ”第 六 章 数 域 算术 中 的 超越 方法 引 论 


于 项 的 收 但 级 数 ,事实 上 , 若 在 剩余 类 mod mm 的 群 中 ,zp 是 一 个 阶 
为 了 的 元 素 , 则 由 定理 32 可 知 pg(m) 个 数 X(p) 茵 了 次 单位 根 ， 
每 一 个 根 锌 计算 的 次 数 相等 ,所 以 


-2 |- TY gm) 
[| pe = (1 w]e = )， 
从 而 [|L(s ,xX) 是 一 个 有 正 系数 的 级 数 , 而 且 对 所 有 :之 1, 这 个 


级 数 均 >1. 由 于 级 数 工 (*, Xi) 对 应 于 主 特征 , 除 一 些 不 重要 的 因 
子 外 , 它 与 +(z) 框 同 .在 s==1 处 , 它 变 成 -- 阶 无 穷 大 .进而 言 之 ， 
在 s=1 处 , 剩 下 的 L(s,X) 或 者 变 成 至 少 一 阶 零 点 ,或 者 有 一 个 
有 限 极 限 ,但 最 多 只 有 一 个 L(s ,Xx) 可 能 等 于 0. 事 实 上 ,使 这 件 囊 
发 生 的 x 只 可 能 是 实 特征 ( 它 仅 取 值 1,0, 即 它 是 一 个 二 次 特征 
mod m). 若 XX 为 一 个 非 实 特征 , 则 共 罗 复 函数 X 亦 为 一 个 特征 
mod m ,但 它 与 XX 相 异 ,及 由 工 (1,X) 等 于 0 不 能 导出 其 共 四 复 量 
L(1,X) 不 等 十 0. 这 不 可 能 .因此 我 们 只 要 对 于 二 次 特征 xX 来 验 
证 工 (1,X) 隆 0 即 可 . 

才 尔 顿 斯 0 由 直接 估计 级 数 的 所 有 实 项 ,从 而 证 明了 这 个 论 
断 .由 此 我 们 得 到 了 一 个 不 依赖 于 域 理论 的 狄 利克 雷 定理 的 证 明 

狄 利克 涯 本 人 利用 二 次 互 反 律 得 知 对 应 于 实 特征 的 级 数 
L(s ,xX) 作 为 某 二 次 数 域 的 截 塔 函 数 的 因子 出 现 ,所 以 当 ;=1 时 
由 此 可 知 它 不 能 是 0, 与 上 面 的 证 明 相 比 较 ,他 不 需要 分 圆 域 的 算 
术 , 而 仅 用 到 二 次 域 . 

纯 函 数论 的 证 明 由 后 面 论证 构成 ;它们 可 能 作 最 远 的 推广 .在 
这 些 证 明 中 ,函数 上 (s,X) 作 为 复 变量 * 的 解析 画 数 来 研究 , 可 以 
证 明 除 工 (s ,x1) 在 ;=1 处 有 一 个 一 阶 极 外 ,L(s,X) 在 所 有 有 限 
值 * 处 都 足 正则 解析 函数 . 现在 若 有 一 个 级 数 在 ; =1 处 等 于 


Mertens Uber das Michtversehwrinden [irichletscher Reihen mit reellen 
Gliedern. Sitzungsber. d. Akad. d. Wiss. in Wien. math, -naturw. Klasse, Vol. 104 
C1895) 
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0, 则 所 有 这 些 级 数 的 乘积 在 有 限 平 面 上 的 每 . -处 都 是 * 的 正则 困 
数 .这 样 就 导出 了 耶 盾 .借助 于 函数 论 的 -… 个 一 般 定 理 , 即 有 正 系 
数 的 这 样 一 个 狄 利克 雷 级 数 在 有 限 平面 上 必须 至 少 有 一 个 奇 
点 出， 

这 一 思路 基 犹 利克 雷 引 入 群 特 征 方法 的 基础 , 它 可 以 作 很 远 
的 推广 .首先 我 们 可 以 不 从 (HE 中 有 理 整 数 按 剩余 类 mod 1m 的 
分 类 ,而 是 以 任意 域 中 的 数 , 它 们 按 其 他 方法 分 类 ,使 之 构成 一 个 
阿 贝 尔 群 名 .最 后 ,定理 126 可 以 直接 用 于 有 Ce 下 信 ) 以 外 的 其 他 
域 , 其 至 用 于 相对 域 .进而 言 之 ,每 一 次 我 们 得 色 由 分 解 定理 得 来 
的 有 某 些 性 质 的 基 域 的 元 穷 名 个 素数 ( 紊 理想 ) 的 存在 性 验证 . 这 
些 贡 献 将 更 准确 地 在 下 一 章 二 次 域 中 陈述 ( $48). 


DD MF.Landau, Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen 
(Leipzig 1909) Vol. 工 § 121; or Hecke, Uber die L-Fuonktionen und den 
1xrichietschen Priimzahlsatz fur einen belicbigen Zahlkorper, Nachr. v.d.K. Ges. 
d. Wisscensch. zu Gottingen 1917, 

加 ”这 方面 一 般 的 贡献 是 属于 再 . Weber，Uber Zahleneruppen in alge- 
braischen Korpern ,1 ,MN.Math. Ann. 48,49,50,(1897—1898). 
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二 次 域 作 为 一 个 例子 已 经 在 $29 中 处 理 过 了 ,在 这 一 章 中 ， 
我 们 将 作 更 详细 的 讨论 . 首先 ,我 们 回忆 一 下 29 中 证 明 过 的 东 
是 . 

命 口 为 一 个 正 或 负 的 有 理 整 数 , 异 于 1, 旦 不 能 被 除 1 以 外 的 
有 理 整数 平方 整除 , 则 yD 生成 最 一 般 的 二 次 域 其 判别 式 为 

d= |™ 当 忆 =< 兰 1 {mod 4) 
14D， 当 吕 二 2 或 3 (mod 4) 
在 每 一 种 情况 下 ,1, (ga +wvai 都 是 基 . 域 的 每 一 个 整数 都 


具有 形式 a= (z+y 吕 ) 2, 其 中 r,y 为 有 理 整 数 . 一 个 奇 正 素 
数 记 按照 二 次 剩余 记号 | 5 } 有 值 1,0 或 一 1, 以 决定 它 可 以 分 拆 
为 两 个 相 异 的 ,或 相同 的 素 因 子 ,或 其 本 身 为 不 可 约 的 . 


我 们 现在 仅 对 那些 作为 二 次 域 判 别 式 a 的 数 , 来 定义 分 母 为 
2 的 二 次 剩余 记号 . 


若 4 为 偶数, 则 命 { 2 } =0. 若 4 为 奇数 , 则 当 & 为 一 个 二 次 
剩余 mod 8 时, 命 (2 ) = +1; 而 当 d 为 一 个 二 次 非 剩余 mod 8 


时 , (全)= 一 1. 则 在 &(Va) 中 2 的 分 解 定律 正好 形式 上 与 上 面 
奇 素数 p 的 规则 是 一 至 的 . 

在 一 个 实 二 次 域 中 ,由 定理 100 可 知 ,基本 单位 个 数 等 于 1. 
由 于 仅 有 的 实 单位 根 为 二 1, 数 +er(n = 二 0, 土 1,…) 为 域 的 所 有 单 
位 ,此 处 s 为 一 个 基本 单位 ; 增 如 条 件 s >1, 它 就 惟一 确定 了 .所 
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有 单位 ?= 《x4 yYa) 旬 显然 都 从 方程 NC(wy)= +1 即 
xX" 一 dy” 二 土 4 (104) 
的 解 中 得 到 ,其 中 z 与 y 为 理 整 数 ,这 一 方程 称 为 抓 尔 方程 . 
在 虚 二 次 域 中 ,每 一 个 单位 ?了 部 是 一 个 单位 根 , 当 4 <0 时 ， 
上 面 的 方程 (此 处 当然 只 能 取 上 面 的 符 导 ) 除 平凡 解 y= 0,xx = 
+2 即 ?= +1 外 ,只 有 当 了 之 -4 时 才 有 解 ,事实 上 , 当 &d= 一 4 
时 ,方程 还 需 增 加 解 +=0,y=+1, 且 当 4= 一 3 时 ,方程 有 四 个 
添加 解 + = +1,y = 土 1. 因此 在 三 次 单位 根 域 & (vw 一 3) 中 单位 
根 的 个 数 w 等 于 6 及 存 Cv 一 1) 中 单位 根 的 个 数 等 于 4, 而 在 其 
他 二 次 域 中 则 每 于 2. 
我 们 试图 从 一 般 理 论 中 寻找 一 个 方法 来 决定 二 次 域 中 两 个 理 
想 a,b 是 否 等 价 ,并 由 此 来 给 出 非 等 价 理想 的 一 个 完全 系 , 从 而 可 
以 计算 类 数 . 
由 于 N (6) = fb’ 为 一 个 有 理 主 理想 ,所 以 等 价 性 a 一 6 与 
ob 一 4 是 同一 件 事 ; 因 此 我 们 必须 决定 一 个 给 予 的 理想 何 时 为 主 
理想 ,车 理 想 a 是 两 个 主 理想 的 最 大 公约 (a ,PB), 则 a 是 形式 ax + 
Bo 的 容 度 .从 而 aa = N (a) 为 
(aa + Bu)(lau + Fv) = aa + uvlaB+ aB’)}+ Bw 
的 容 度 , 即 N(a) 为 有 理 整 数 ua ,a8 + a8 , 避 的 最 大 公约 . 寿 正 
有 理 数 x 是 由 这 个 GCD 得 来 的 , 则 问题 变 成 条 时 + 为 域 中 整 
数 之 范 数 且 进而 言 之 , 若 N(w) = 土 n, 方 程 (w) = Ca,PB) 何 时 正 
确 , 这 种 情况 当 且 仅 当 aww 与 Bo 为 整数 .在 这 种 情况 下 ,由 构造 
知 (a Aw,BAw) 为 具有 范 数 1 的 整理 起, 所 以 它 本 刁 等 于 (1 . 
因此 仅 有 的 困难 为 寻找 所 有 相 异 的 主 理想 (w) ,其 范 数 为 一 
个 给 定数 ,这 导致 这 样 的 问题 , 即 寻 找 所 有 的 有 理 整 数 z,y( 香 我 
们 置 w= (xz+y 大)2) 使 
rT 一 加 二 土 47， (105) 
对 于 虚 二 次 域 ,由 有 限 步 即 不 难得 到 解答 .由 于 a<0, 所 以 我 们 只 
要 验证 满足 
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[zl<2vn, va ly|RA2Yn 
的 有 理 整 数 对 x ,y, 即 由 计算 决定 满足 0 所 y 委 2| v7a | 的 有 理 
整数 y, 使 表达 式 y 4n + dy* 为 一 个 有 理 整 数 . 
当 4g >>0, 即 在 实 二 次 域 中 寻找 (05) 式 的 解 , 则 需要 有 异 于 
土 1 的 单位 的 知识 (不 必须 是 基本 单位 ). 千 我 们 假定 


n= tv >0) 


为 有 Lvz) 中 的 一 个 单位 且 7>1, 则 在 相 作 于 wo 的 数 &g= wn = 
0, 土 1, 土 2,…) 中 ,我 们 可 以 找到 a 使 


1 所 


< 

(比较 方程 (86)) .因此 对 于 我 们 的 问题 来 说 ,只 要 考虑 那些 满足 上 

述 不 等 式 的 解 w= (xz 十 yyq) 人 2 即 足 .这 个 不 等 式 可 以 写成 形式 
wv 和 |w| 过 |e | 或 |w ly 之 |w' 1 所 iw| 或 ,由 于 

[ww |=, 所 以 


总 
六 
区 


Yn |vm|< Nn, 
nlvn< |w |ASAYn. (106} 
进而 言 之 , 若 我 们 假定 w>0, 则 由 具有 正 符 导 的 方程 (105) 可 郑 
w >0 且 由 (106) 可 知 


(+1Va < 人 7+1) Ya (107) 
别 一 方面 ,在 方程 (105) 中 取 负 号 , 则 得 
(yl+tl)vn < yd < (n+1) vn. (108) 


在 任何 情况 下 ,我 们 仪 需 验证 适合 方程 (105) 的 有 限 多 个 值 + ，y. 
然后 我 们 可 以 用 篇 单 的 除法 来 决定 由 此 得 到 的 w= (x + yyad 2 
是 否 仍 有 相合 数 . 

有 多 种 途径 可 以 获得 一 个 单位 7, 狄 利克 雷 单位 定理 ( $35 
引 理 b) 的 证 明 立 即 给 出 一 个 程序 ,其 实质 为 将 v 4d 展开 成 连 分 数 . 
$ 52 关于 类 数 的 结果 将 给 出 (Ya ) 中 一 个 单位 的 男 一 种 表达 
式 , 它 亦 可 以 由 忆 次 单位 根来 构筑 . 
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一 


在 尾 和 何 情况 下 ,一 种 有 限 多 步 双 的 有 理 运 算 方 法 可 以 用 来 决 
年 二 次 域 中 的 遇 个 已 给 理想 是 否 等 价 ， 

为 了 由 这 一 途径 来 寻找 类 数 ,我 们 需 记 性 ,由 定理 站. 即 和 在 每 
- -个 类 中 , 皆 有 一 个 整理 想 ,其 范 数 委 |v 豆 | .所 以 我 们 首先 列 出 
范 数 适合 这 个 条 忻 的 所 有 整理 想 . 开始 时 ,由 分 解 定理 ( § 29) 可 以 
对 宫 理 想 这 样 做 ,从 而 由 乘法 得 到 这 种 类 型 的 所 有 理想 ,类 数 就 等 
于 这 有 限 多 个 理 辑 中 非 等 价 理想 的 个 数 . 我 们 用 奉 生 个 数值 合子 
来 前 明 这 些 关 系 是 很 有 用 的 . 

1. (Vv 一 1),k(V 一 3) 与 (Ww +2) 丝 有 类 数 五 =1, 仅 小 于 
lv a | 的 整数 分 别 为 1,1,2, 在 前 其 个 域 中 ,在 每 个 类 中 存在 一 个 
范 数 志 1 的 整理 想 ; 这 一 理想 必须 是 (1), 所 以 是 一 个 主 理想 .在 
(vw +2) 中 ,我 们 还 要 进一步 研究 范 数 等 于 2 的 理想 .在 此 2 是 
一 个 素 理想 的 平方 ;显然 它 = (wy 十 2). 所 以 它 是 -: 个 主 理 想 ， 

2. 域 &(/7) ,这 时 4 =28. 我 们 要 寻找 范 数 等 于 2,3,4,5 的 
理想 ,在 此 素数 2,3,5 索 理想 的 分 解 如 下 : 

2= p53,3= pp3,5 本 身 为 一 个 素 理想 ,在 此 只 有 一 个 有 范 数 4 
的 理想 , 即 从 =2, 所 以 是 一 个 主 理想 .因此 除了 主 类 外 ,公有 由 
刀 , 匠 ,3 表示 的 类 ,由 试验 得 知 2= 笠 -7 , 即 六 =(03+ 亲 ) ,所 
以 入 一 1. 册 于 入 一 术 ,3+ 邮 与 3-7 必 须 相 伴 , 所 以 商 

3+47 3+/7) 


= 3+ 3 -+37 
是 一 个 单位 .车 ps 是 一 个 主 理想 (6 + 587), 则 
+3= a — 76°, 从 而 土 3 二 a*:(mod7) 


成 立 . 由 于 +3 为 非 剩 余 mod 了 ,所 以 只 能 取 -3. 由 (108) 式 可 知 ， 
对 于 上 ,只 要 验证 下 式 

(903THW3 < bvV28 < (9+ 347N3. 
即 


/ 81 3 0c<bs 
o<o<l B+ N33+ 于， 妃 百 过 5. 
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b=1 即 推 出 
a=v-3+7:12= 2， 
所 以 p= (2+Y7) 蚌 一 个 主 理想 ,所 以 在 此 亦 有 有 =1. 

3. 在 23 中 已 阐明 理想 p= 《3,4+v 一 5) 不 是 主 理想 ,所 以 
VA 一 5) 的 类 数 异 于 1; 但 蕊 = (2+w 二 3) 确实 是 一 个 主 理想 . 
由 于 d= 一 20, 所 以 由 上 可 知 范 数 为 2,3,4 的 理想 需要 加 以 研究 . 
我 们 得 到 2= 形 ;因为 2 不 是 形式 a* + 5b”, 所 以 pw 不 是 主 理想 
以 4 为 范 数 的 仅 有 理想 为 主 理想 好 = 2; 最 后 ,由 于 33p3=3 及 
答 一 1,p3 一 23 及 除 主 理想 类 外 ,这 里 还 有 由 pz ,Ps 表示 的 理想 类 . 
若 了 不 等 价 于 mm , 刚 我 们 正好 有 三 个 互 异 类 ,由 群 的 性 质 可 知 和 
的 三 次 星 将 为 一 个 主 理想 ; 已 知 阅 一 1, 和 一 1, 这 不 可 能 ,因此 一 
pa 从 而 疡 =2. 


4. (一 23),g== 一 23; 范 数 的 可 能 值 为 2,3,4. 我 们 有 


dd 
(于 )=+ 1,2 = pp2. 
[学 j=+13 = pap3. 
所 以 具有 范 数 2,3,4 的 理想 为 
和 3 {109) 

显然 最 后 一 个 为 主 理想 , 徐 p 一 1 则 我 们 将 有 ppp3 一 1, 因 为 
N (pp3)=6, 所 以 我 们 必须 检查 6 基 否 一 个 数 的 范 数 ;这 就 是 

6 = x 23 
它 只 有 当 = 二 1,y= 土 1 时 成 立 , 只 有 两 个 范 数 为 6 的 主 理想 ， 
它们 是 共 斩 的 ,所 以 pzps 或 ppp3 为 主 理 想 , 选取 共 示 的 记号 , 则 
ppP3 一 1; 从 而 (109) 式 中 最 多 只 有 

1,p2,p2 ;各 ,Pz 
为 互 不 等 价 理想 .理想 pp 既 不 等 价 于 pz 亦 不 等 价 于 共 ; 实 际 上 ， 
和 一 各 表示 好 一 1 所 以 N( 碍 )=8 及 8 为 整数 (3+v 一 六 ) 忆 的 


$ 45. 严格 等 价 性 概念 与 类 群 的 结构 ，175 ， 


范 数 , 除 土 1 外 , 它 显 然 不 被 其 他 有 理 整 数 整除 .以 8 为 范 数 且 没 
有 有 理 整 数 因 子 的 理想 仅 为 萌 与 刀 , 从 而 其 中 之 一 与 其 他 一 个 
都 是 主 理想 . . 
因此 我 们 发 现 产 =3 及 三 个 类 
和 ;入 ,位 一 1 
为 代表 . 
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对 于 二 次 域 的 研究 ,引信 等 价 性 概念 的 某 些 修改 是 有 用 的 . 

定义 ”假定 a,b 为 二 次 域 的 两 个 非 零 理 想 . 若 在 有 中 存在 
一 个 数 使 

no=Ab 及 NO > 0, 
则 称 a,b 在 严格 意义 下 是 等 价 的 .我 们 记 为 
tb， 

并 将 a 与 5 改 在 同一 个 严格 意 兴 下 的 理想 类 中 . 

我 们 可 以 用 熟知 的 办 法 将 这 些 类 梅 成 一 个 阿 贝 水 群 . 若 趾 为 
所 有 非 零 理想 构成 的 群 ,g 为 所 有 适合 NCp) >0 的 主 理想 (wm ) 
的 群 ,及 员 为 所 有 非 零 主 理想 群 ,其 中 的 乘法 为 理想 的 乘法 , 则 在 
严格 意义 下 的 理想 类 为 中 模 Jiu 的 分 解 而 产生 的 陪 集 或 剩余 类 ; 
商 群 踊 fo 为 严格 意 兴 下 的 理想 类 群 ,在 此 单位 为 9 中 的 理想 
系 . 但 至 今 类 寿 的 含义 则 为 商 群 叉 尿 ， 

由 ass 立即 导出 na 一 上 反之 , 若 a 一 b 则 显然 a<sb 或 as 
bv gq. 所 以 一 个 广泛 意义 下 的 类 相对 于 等 价 性 的 严格 概念 最 多 分 
拆 成 两 个 类 .因此 在 严格 意义 下 的 类 数 ho 仍 为 有 限 的 月 所 24. 

由 于 在 理想 方程 a= yb 中 ,yp 被 决定 至 一 个 单位 因子 ,所 以 
若 具 有 正 范 数 相 伴 数 的 完全 系 中 的 两 个 等 价 性 的 概念 是 一 致 的 ， 
即 若 二 为 虚 域 或 直 为 实 域 ,而 上 的 基本 单位 的 范 数 为 一 1, 则 ho= 
Fh. 

剩 下 的 情况 为 是 实 域 及 的 每 一 个 单位 有 范 数 土 1, 则 a 与 
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a va 在 严格 意义 下 显然 不 等 和 价 , 所 以 ho 一 28. 

现在 的 主要 问题 为 类 群 结 构 的 研究 ,但 至 今 这 个 问题 只 有 很 
小 一 部 分 成 绩 . 结果 述 于 下 闸 定 理 中 : 

定理 132 ”严格 类 群 属 于 2 的 基数 eo(2)= :1, 此 处 + 表示 
上 的 判别 式 的 相 异 素 因 子 个 数 . 

由 定量 27, 我 们 必须 证 明 上 & 中 正好 存在 2 :个 类 ,其 平方 为 
严格 主 类 . 为 此 上 虽 的 ,我 们 记 住 能 整除 a 的 : 个 相 异 素 理想 91 ,…， 
qs 具有 这 样 的 性 质 , 即 由 上 述 的 分 解 定律 ,它们 的 平方 为 有 理 主 理 
想 ,从 而 1. 我 们 首先 往 证 适合 疙 1 的 每 一 个 理想 4 必须 等 价 
于 这 些 gq 的 宕 乘积 .由 全 1 及 aa' 有 1 可 知 

以 应 

a ~ 1， a = a,， 
此 处 a 是 一 个 具有 正 范 数 的 数 , 其 中 着 它 是 实数 ,我 们 取 它 之 0. 
由 于 a 为 两 个 共 赦 理想 之 商 ,所 以 N(a)=1. 上 从 而 这 个 数 亦 为 两 
个 共 罗 数 之 商 ; 


_ 1+w 
+ 
理想 等 于 其 共 胃 .: 
0 0 
li+w ”1+o 
所 以 由 分 解 定律 可 知 
1 = r+ ql, 


此 处 > 为 一 个 有 理 数 且 a; 为 0 成 1. 这 表示 
a AR 人 
在 此 NN(1+w)=a(l+w')*>0. 

&{v 豆 ) 中 的 这 种 整理 想 , 它 等 于 它们 的 共 栈 但 不 包含 有 理 因 
子 ( 除 土 1) ,就 被 称 为 歧 光 理想 . 理想 类 等 于 其 共 轿 理想 类 就 被 称 
为 歧义 类 .进而 言 之 ,由 上 面 的 证 明 可 知 歧 义理 想 含 于 每 一 个 歧义 
类 中 ， 

我 们 必须 证 明 分 别 由 中,… ,9 定义 的 歧义 类 Q1,…, Q, 中 ， 
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存在 1 一 1 个 独立 的 类 ( 按 群 论 的 含义 ) .现在 若 有 一 个 非 平凡 的 关 
系 


Qi = 1, (110) 
此 处 并 非 所 有 的 a; 艾 为 偶数 的 平 几 关系 , 则 有 一 个 数 a 使 
@ = 办 92 N(a) > 0， (111) 


在 此 我 们 则 有 (a)= (a),a = 加 其 由 7 为 一 个 单位 ,NI7) = 

(ad<0, 在 此 我 们 立即 可 以 假定 4<< 一 4. 实 际 上 ,对 于 d= 
-3 或 4= -4, 由 于 疡 =1 及 =1, 定 理 132 已 经 成 立 , 则 有 中公 
有 的 单位 为 土 1 ,所 以 

a=+a ,a= rvay (na = 0 或 1)， (112) 

此 处 > 为 一 个 有 理 数 . 当 n=0, 则 (111) 式 中 所 有 a; 都 是 偶 的 ; 当 
一 1 时 ,由 于 2 不 是 一 个 平方 ,所 以 至 少 有 一 个 a; 是 奇数 . 

(bd 六 >0 及 基本 单位 se 的 范 数 为 -1 由 于 N(e) 交 0, 所 以 在 
此 ?>0, 因 此 w=e**, 其 中 为 有 理 整 数 , 由 于 


a 后 


E 
E*” 二 一 -7 二 
e 


上 


一 去 


站 


所 以 


由 


3) 
- - 


其 中 > 为 一 个 有 理 数 . 同样 ,对 于 偶数 n ,有 一 个 仅 售 偶数 的 指数 
系 与 之 对 应 .对 于 奇数 nn ,至少 有 一 个 a; 为 奇数 . 
[cd >0 及 基本 单位 els 之 0) 的 范 数 为 1, 在 此 


_ 1l+e _ (1+e)™ 
了 
a= 六 LT Ee)n. (114) 


理想 (1+s) 等 于 其 共 氏 ,但 它 的 确 不 等 于 任何 有 理 主 理想 .事实 
上 , 震 


1l+e = rie 
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对 于 某 个 有 理 数 x] 成 立 , 则 我 们 将 得 到 


1+e 2 2k-] 
Te 一 上 说 [3 二 1]， 


这 不 可 能 .从 而 (1+s) 有 一 个 分 解 式 
(1 + es) = 有 理 理想 x 只 … 吃 ， 

此 处 至 少 有 一 个 扎 为 奇数 . 

因此 在 每 一 种 情况 下 我 们 皆 得 到 , 若 分 解 式 (111) 对 于 = 成 
立 , 此 处 指数 a; 不 都 是 偶数 , 则 a 必定 是 三 种 形式 (112) 式 , (113) 
式 , (114) 式 之 …, 此 处 2 为 奇数 .从 而 (110) 式 中 的 指数 a; mod2 
是 惟一 确定 的 . 因此 在 zt 个 类 Qi1,…,Q, 之 同 最 多 存在 一 个 非 寻 
常 关 系 . 反 之 ,当主 理想 (在 严格 意义 下 )v d ,e Yd ,1+e 分 解 分 别 
如 情况 (a), (b), (c) 所 示 时 , 确 有 一 个 这 种 关系 式 , 此 处 指数 
a1;"… ;44 中 至 少 有 一 个 是 奇 的 . 

这 表示 在 QQ@ 个 类 中 ,正好 有 :一 1 个 独立 的 ;定理 132 得 证 ， 

我 们 阁 述 定理 的 黄 个 午 要 推论 : 

定理 133 若 (ya ) 的 判别 式 a 只 能 被 一 个 素数 整除 (z = 
1), 则 io 及 从 而 假定 了 >0 及 基本 单位 的 范 数 = 一 1 时 ,4 亦 为 奇 
数 


三 一 


定理 134 车 a 是 更 个 正 素数 gq ,9 的 蒋 积 ,此 处 9 的 三 
3(mod 4) , 则 或 者 gl 或 者 dz 在 有 (VY gig ) 中 严格 意义 下 荐 一 个 
主 理想 的 范 数 ， 

从 这 样 一 个 域 中 每 一 个 单位 的 范 数 = +1 开始 ,事实 上 ,由 a 

=(z+ywgio) 及 Na])= 一 1 可知 

-4 二 x (modq1g2); 
所 以 一 1 将 为 modg| 的 一 个 二 次 剩余 .但 由 8$16,(31) 式 得 知 剩余 
类 记号 为 

(二)= (1) (9D2 = 一 1 

进而 言 之 ,由 上 面 的 证 明 可 知 在 (Vy gq1gq2 ) 中 等 价 性 

fi A 1 (115) 
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成 六 ,此 处 ai 与 a; 不 能 都 是 偶数 . 如 果 都 是 奇数 , 则 9 = 
wwiazsz1. 因 此 有 一 个 单位 了 使 NU7w9iga)>0, 芭 NIC7)= 
一 1. 由 网 证 明 坟 的 事实 可 知 这 是 不 可 解 的 ,所 以 在 (115) 式 中 ,一 
个 指数 =1 ,而 另 一 个 =03; 从 而 定理 134 得 证 . 

由 于 在 域 中 ho = 二 2 必须 成 立 , 由 定理 132,4 可 能 是 奇数 ,在 
这 里 确 是 如 此 ,类 似 于 定理 132 不 难 自 己 来 证 明 这 一 点 ， 
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定理 135 若 必 与 4 为 奇 正 素数 , 则 我 们 有 关系 式 
(DD (= De 

PY pt 1), 
GD (2)= (2) ; 


(HL) (| =(- 1)P 一 也 

由 人 $16 方 程 (31) ,剩余 记号 的 定义 即 直 接 得 第 一 个 公式 .我 
们 也 可 以 用 更 复杂 的 途径 , 即 域 论 来 推导 它 . 但 这 与 下 面 的 {本} 与 
(H) 的 证 明 是 类 似 的 :着 [ 二 } = +1, 则 在 k=1) 中 可 分 解 
及 由 于 ho==1. 从 而 pp 是 一 个 主 理 想 x 的 范 数 , 即 p=a?+ 5. 由 
于 每 一 个 平方 三 0 或 1(mod4) ,所 以 p 三 1(mod4). 反 之 , 若 p 三 1 
(mod4) , 则 由 定理 133 的 第 二 部 分 可 知 -1 是 (yp ) 中 的 一 个 整 
数 e = (ga +b Wp) 2 的 范 数 .所 以 -4 二 a?{mod p), 即 -1 是 二 次 
剩余 mod p ;了 工 ) 证 完 ， 

关于 (了 了) 的 证 明 ,我 们 分 三 种 情况 ; 

1. 假定 p=q=1(mod4) ,我 们 往 证 { 志 | 与 (全 j 或 者 同时 到 
+1, 或 者 同时 取 -1. 因 此 它们 彼此 相等 ,而 俞 题 在 这 一 情 训 成立 . 


事实 上 , 若 | 和- + 1, 则 素数 p 在 k (Va) 中 分 拆 成 两 个 相 异 
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的 因子 ?, .进而 言 之 ,我 们 可 以 置 


bt = w 一 工 ead 
此 处 x 为 有 正 范 数 的 一 个 数 ,所 以 
了 一 
pr = 4 4p™ = x (mod g). 


从 而 pr 为 一 个 二 次 剩余 mod 5. 上 是 由 定理 133 可 知 ho 为 奇数 , 即 
得 p 本 身 亦 是 一 个 二 次 剩余 mod 5, 因此 | 二 | = + 1 因为 假定 对 
与 9 是 对 称 的 ,所 以 在 这 种 情况 下 ,公式 (本 ) 得 证 . 

2. 假定 4=1(mod 4),p 二 3(mod 人 )- 则 如 上 由 了] - +1 可 
得 [ 生 ]= + 所 以 由 [可 知 | 二] = 二)(2]= +1. 反 之 ， 
阁 [— 


与 ( 卫 ) 一 致 
3. 最 后 , 苦 gg=3(mod 4) , 则 我 们 可 以 得 出 结论 
“pp 一 
(+ 
但 道 向 不 能 由 这 一 方法 得 出 ,为 此 我 们 用 域 & v pq .由 定理 134 可 
知 或 g 为 一 个 整数 (z+ yw pg) 人 2 之 范 数 ,假定 
4p = 2 一 pay ， 
则 >z 必定 能 被 p 整除 ;z= 加 ,所 以 4= pu?* 一 gy .由 这 一 方程 ,我 


们 得 到 
a 


即 
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因此 人 上 (和 区 蜡 , 风 而 (1 成立 


最 后 ,为 了 证 明 公式 (而 ), 我 们 假定 {地 )= +1, 则 思 在 


(7 ) 中 可 以 分 拆 及 由 于 = ho=1,p 是 一 个 整数 的 范 数 
p= x —2y. 

风 由 此 可 知 当 为 偶数 时 , p 夺 x*(mod 8) , 且 当 % 为 奇数 时 , 思 圭 
2 一 2(mod 8), 即 由 于 xz 为 奇数 ,所 以 p 寺 土 1(mod 8)， 

反之 . 若 p 三 +t 1{mod 8), 则 我 们 用 域 (y 主 5) ,在 此 由 定 
理 133 可 知 ho 为 奇数 ,在 这 一 域 中 ,根据 分 拆 定 律 ,2 可 以 分 拆 成 
两 个 相 异 因子 ;从 而 2 是 一 个 二 次 剩余 mod pp. 

因此 我 们 证 明了 


($5)=+1 当 匡 仅 当 pp 三 + 1(mod 8)， 


这 等 价 于 ( 卫 ). 
我 们 现在 将 上 述 公 式 推 广 为 p 与 g 为 正 复 合 奇数 的 情况 , 勒 
计 德 引进 "分母" 为 素数 的 记号 ,已 经 在 $16 未 定义 了 复合 数 分 母 
的 记号 .现在 应 注意 同样 的 互 反 律 对 这 个 “ 雅 可 比 记 号 " 仍 成 立 ， 
命 a 与 5 为 任意 两 个 奇 整数 ,由 于 
(a -DD(8 — 1)=0(mod 4), 


帮 
(五 一 1 三 4 一 1+ 瑟 一 区 omnodd4)， 
ap—-1 a—l1 一 1 
+ (mod 2). (116) 
司 理 由 
(a — 1)(6* 1)=0(mod 16), 
可 得 


a -1_ ae 一 1 


| 
gg + gg (mod2). {117) 
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不 断 应 用 这 个 程序 , 则 对 于 > A ,了 ,我们 得 


PipP2 “pr — 一 Y， 二 
记 1 (od 2)， 


1= pe 


一 (mod 2). 


现在 假定 正 奇数 PP 与 Q 忆 被 邹 角 累 办 
P= pi pip B= 9 gg 
则 由 号 16 之 定义 及 应 用 (116) 式 与 (117) 式 得 


= 信人 


pp -1 = 9 -1 


-DI 2 118) 
及 
(8)=., I, 
(#)= (PF}(- 1 P-DAUAQDR2) {120) 


最 后 ,我们 进一步 将 定义 延 拓 至 负 分 母 , 置 


(<]= [ 态 ] (121) 
则 为 了 对 于 负数 来 陈述 互 反 律 ,我们 用 记号 sgna( 读 作 符 与 a); 
| ] ， 当 a > 0, 
BA, 当 e<0 
注意 1al1=a'sgn a, 借 即 填 这 一 记号 ,对 十 奇数 P ,我 们 立即 由 
(116) 式 得 到 


(元 }= (~ Pl -1 一 (— 1 PH 
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从 而 对 于 奇数 P,Q 有 
Py_ fsgn 1 
)- 儿 厅 | 
gn PD ANCQ DA Dllama D2)1 | PI 
-CD (a) 
进而 言 之 ,由 (120) 式 得 
[PIY IPIY FQIY, jveelPpl 1278) -1 72) 
(a (rat)= erjcao 
| 名 
加 
(DY ma DOHEPI DAI PIO 
最 后 ,由 这 些 公式 可 得 
定理 136( 一 般 二 次 互 反 和 定律 ) 车 了 与 Q 为 奇 有 理 整数 , 风 
(地上 (_ PDA2tenP -DA (§) (_ PD 


P 
回 _ 2) (~ DEP-DDEQ- D+ GsnP- 1 A snQ-1) 2) 
最 后 ,尽管 我 们 限制 分 子 ,我们 来 将 剩余 记号 的 定义 推广 到 侦 
数 分 母 .由 定理 45 可 知 剩余 类 群 mod8 与 模 更 高 的 2 次 宏 不 再 是 
循环 的 , 它 具 有 两 个 基 类 . 每 个 奇数 呈 ( -~ 1)*5s 《mod2*)( 上 之 
3) ,此 处 a 由 mod2 惟一 确定 及 六 由 mod 2* “惟一 确定 . a 三 0 
(mod 2) 的 数 构成 委 (2#) 的 一 个 循环 子 群 ;这 些 是 满足 二 1(med 4) 
的 数 .在 这 个 子 群 的 类 中 ,为 一 个 平方 的 那些 类 由 一 个 单独 的 特征 
来 转 定 ,对 应 于 此 ,我 们 定义 : 
定 迷 ” 若 a 是 一 个 有 理 整 数 寺 0 或 1(moa4) ,我们 置 


(9)= ( 态 )= |: 3 a = 0(mod 4) 


+1， 当 a 二 1(mod 8) (122) 
-1， 当 & 二 S$(mod 8). 

若 { 号 } 有 意义 , 则 由 定理 136 可 知 { 号 } = | 外 进而 言 之 ,对 于 两 

个 这 种 数 a 与 a ,有 


岂可 
最 后 ,一 般 言 之 ,对 于 任意 分 母 , 当 4 三 0 或 1(mod 4) 时 ,我 们 里 
回国 呈 1 
因为 每 个 域 的 兰 别 式 此 大 0 或 1(modj4 ,所 以 这 一 定义 与 和 44 的 
规定 是 一 致 的 . 
定理 137 奉 d 是 一 个 二 次 域 的 判别 式 及 n,m 为 正 整 数 ,出 


(s)= (#), nm(mod d), 《124) 


(#)= (gs)- sen d， 当 7n mmod d), (125) 

所 以 ,对 于 正 整数 "| 2) 表示 一 个 剩余 特征 mod d. 

证 明定 理 时 ,我 们 必须 分 拆 出 4 ,n,m 中 2 的 最 高 帮 . 他 4 = 
209 ,n= 二 284 ,m= 二 2cm ,其 中 9 ,nn ,sz 为 奇数 . 

情形 1.a >0. 情 况 5>0 在 此 是 平凡 的 .事实 上 ,由 假定 我 们 
必定 有 ce >0, 于 是 (124) 式 与 (125) 式 中 的 记号 皆 取 值 0, 因 此 假定 
bp=c 二 0. 则 由 定理 136 可 知 


(2 ) _ (2 ()= (-- Dn 多)(- DD 12) 
天 nn n ad 


(126) 
及 类 似 的 方程 对 于 mr 亦 成 立 , 由 于 a 至 少 可 以 被 4 整除 ,所 以 第 
一 个 因子 对 n 与 m 相 一 致 .对 于 情况 xn 三 m (mod dq ) 时 , 男 两 个 
因子 亦 相 符 ; 若 # 所 一 mw{med q), 则 这 些 因 子 正 好 只 莽 一 个 因子 
sgnd’. 
情形 2.a =0, 则 4 三 1(mod 4). 


才 上 (节约 -加 国 - 国 ， 


由 此 即 得 定理 之 结论 . 
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由 这 一 定理 可 知 如 $29 所 证 曲 的 二 次 域 的 分 解 定律 的 确 形 
式 上 很 不 同 于 分 圆 域 的 分 解 定律 ,但 是 另 一 方面 关于 其 内 容 又 有 
很 大 的 相似 性 .定理 137 证 明了 , 芳 两 个 正 素数 属于 同样 剩余 娄 
mod a , 则 它们 在 (Va) 中 的 分 拆 正 好 是 一 样 的 .因此 (ya ) 导 
一 个 类 域 , 它 属于 有 理 数 mod 4 的 一 个 分 类 .事实 上 , 若 我 们 将 
( 邓 ) 和 有 同样 非 零 信 的 那些 数 当 作 同 一 个 “类 型", 则 与 d 互 素 的 
数 分 成 两 个 类 型 .由 定理 137 可 知 ,所 有 同 余 于 a mod d 的 自 
然 数 与 4 同属 一 型 . 从 而 一 个 类 型 包含 了 与 4 互 素 的 方 p(LD) 个 


利 作 类 mod 4 .者 我 们 假定 cj,…,av { 加 = 六 9(d) 为 互 不 同 余 
mod 4d 生 与 1 属于 同一 类 型 的 数 ( 所 有 二 次 剩余 mod a), 则 分 解 
定律 为 : 

命 p 为 一 个 与 d 互 素 的 正 素 数 及 命 / 为 最 小 的 正 指数 使 pf 
同 余 于 a1,…,aw 之 一 mod d, 则 户 在 &(V3 ) 中 分 拆 为 地 个 互 异 
素 理想 ,所 有 这 些 都 有 次 数 

特别 地 ,车 判别 式 4 为 一 个 奇 素数 ,2 = (- 1)09 -029, 则 由 

二 
(127) 式 可 知 (各)= | 蔚 ). 进 而 言 之 有 
1) Ty | 
et 
刚刚 讨论 过 的 指数 为 适合 
pi D2 =1(mod g) 
的 p 的 最 小 正 指数 . 
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在 二 次 域 &(v/ 3 ) 中 ,对 于 每 个 模 n, 可 以 定义 有 理 数 中 剩余 
的 一 个 特殊 群 . 即 命 x 为 一 个 有 理 整 数 ,在 与 互 素 的 剩余 拓 群 
只 (中 ,我 们 可 以 考虑 那些 由 上 (总 ) 中 整数 的 范 数 表示 的 剩余 
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—— 


类 .这 些 杂 余 类 显然 构成 亲 (n) 的 一 个 子 群 ,我 们 称 它 为 范 剩 余 
mod x 的 群 (关于 域 站 (Ya)), 且 将 它 记 为 和 RC(n). 若 存在 一 个 
的 整数 a 使 


a = N(a) (mod n), 
则 称 与 n 互 素 的 整数 a 为 一 个 范 剩余 mod ma ,否则 a 就 称 为 一 个 
范 非 剩余 mod n (在 这 样 的 意义 下 , 几 与 n 不 互 素 的 那些 a 就 不 
在 考虑 之 列 了 ). 
现在 将 证 明 ,一 般 言 之 钢 (p) 与 名 (pp) 是 一 致 的 ; 仅 当 p 可 以 
整除 判别 式 4 时 ,这 两 个 群 是 互 异 的 . 
定理 138 若 奇 素数 p 除 不 尽 判 别 式 避 , 则 对 于 丰 va) ,每 
一 个 与 请 互 素 的 有 理 整数 都 是 一 个 范 剩 余 mod p. 
在 证 明 中 ,我 们 分 两 种 情 次 
1. 在 有 va 中 ,记分 拆 为 两 个 互 异 的 因子 # 与 YY. 则 存在 
(Va) 中 一 个 数 x, 它 可 以 被 3p 整除 ,但 不 能 被 pj 整除 ,及 对 于 每 
一 个 整数 * 有 
Ora + 三 Tafrmod 和) 
由 此 可 知 当 & 经 过 一 个 完全 剩余 系 mod ?时 ,有 理 整数 N(xa+ 
r) 亦 经 过 一 个 完全 剩余 系 mod hb, 从 而 经 过 一 个 完全 剩余 系 
mod p. 
2. 在 (va) 中 是 不 可 约 的 , 则 为 次 数 2 的 一 个 素数 . 命 
2 为 一 个 (a) 中 的 原 根 mod pp, 则 
三 p (mod 加) 从 而 No) 一 pop (mod p). (128) 
事实 上 , 若 有 整 系数 的 二 次 国 数 f(x) = xz*+ar+5 有 根 p,p , 则 
由 函数 同 余 式 
fiz? 二 fr) (mod p) 
得 . 
0= FP) = (PP - opp -0) (mod p), 
即 得 (128) 式 .所 议 当 a=1,2,…, 记 -1 时 ,剩余 类 
N(p) = RCH) (mod p) 
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是 互 异 的 .这 是 由 于 只 有 当 指 数 同 余 mod( NIp) 一 1, 即 mod(p? 
~1) 时 ,p 的 两 个 震 才 是 相同 的 剩余 类 .因此 共 NI ) 个 与 户 互 
素 的 有 理 剩 余 类 mod p， 

定理 139 若 奇 素数 g 除 得 尽 &(vz) 的 判别 式 d , 则 器 (9) 正 
好 有 一 半 类 为 落 剩 余 mod g ,及 实际 上 ,这 些 就 是 总 (a) 的 可 以 表 
为 一 个 类 的 平方 的 那些 类 . 

若 9 为 (Va ) 中 能 整除 9 的 素 理想 , 则 上 中 每 一 个 数 a 皆 同 
余 于 一 个 有 理 数 mod q, 记 为 >. 由 于 9=9 ,所 以 由 a 三 7 (mod 9)， 
a rmod DK 

N(a) 三 (mod 9q) ,从 而 亦 同 余 mod 4g. 

即 知 (xr ,gq)==1, 则 - 


反之 , 若 条 件 | 笃 ] = + 1 成 立 , 则 有 一 个 有 理 整 数 z 使 < 一 


zz2fmod 9g), 且 由 于 4 硅 N(z)(mod g) ,所 以 a 是 一 个 范 剩余 . 进 
而 言 之 ,对 于 任何 复合 模 9 ,xn ,我 们 有 : 

引 理 ”假定 (ma ,za )=1, 若 对 于 每 一 个 a 和 皆 存 在 k{vy a ) 中 两 
个 整数 a 与 8 使 

a 二 N(a){mod m) 与 4 三 N(B}(mod n), 
则 亦 存在 -个 有 (vc 中 的 整数 > 使 
a = N(Y) (mod mn ). 
我 们 取 正 指数 6,c 使 
zi = lmod n),H »n' = l(tmod m) 
(例如 5= g(tn) 友 c= ql(m)). 则 
Y= 天 和 十 71220， 

即 有 所 述 性 质 ， 

关于 索 数 2, 对 于 ea=2 或 3, 我 们 考虑 群 咒 (22 放 

定理 140 车 (ya ) 的 判别 式 4 为 奇数 , 则 每 一 个 奇数 都 是 
范 剩余 mod 8. 若 d 为 偶数 , 则 正好 有 一 半 互 不 同 余 的 奇数 mod 8 
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是 范 剩余 mod 8. 
我 们 检验 Cy ) 中 的 剩余 类 mod 8, 记 w=xz+yyq, 其 中 4 
为 奇数 , 则 得 
二 人 ,1,2,1, 
y= 1,0,1,2, 
N(a) 二 3,1,7,5(mod 8), 当 qa = 5(mod 8)， 
N(a) =7,1,3,5(mod 8), 当 a = 1(mod 8)， 
所 以 定理 的 第 一 部 分 得 证 . 
我 们 用 同样 的 办 法 来 证 明定 理 的 第 二 部 分 ,对 于 偶数 了 正好 
有 下 面 的 剩余 类 mod 8 为 范 剩余 mod 8: 


N(a) 三 1 或 5tmod 8)， 9 = 3(mod 4), 
N(a) 二 1 或 -1(mod 8)， 当 4 =2(mod 8), (129) 
N(a) 二 1 或 3(mod 8)， 当 和 全 二 6(mod 8)， 


注意 对 于 人 一 3(mod 4), 仅 有 的 范 剩余 mod 4 即 类 lmod 4, 所 以 
只 (4) 异 于 脐 (4)， 

我 们 希望 用 §$ 10 群 论 的 一 般 概念 来 将 这 些 结果 表述 得 更 为 
清楚 .我 们 有 兴趣 者 仅 为 范 剩余 模 d 的 因子 的 情况 . 命 91, dg2，…， 
9 为 能 整除 4 的 1 个 相 异 正 素 数 ,但 需 除 去 4 为 偶数 的 情况 ,这 
时 gq, 表示 整除 4 的 2 的 最 高 竹 , 则 对 于 每 一 个 i =1,2,…,t, 在 
(Ya ) 中 每 一 个 范 剩余 群 多 (9,) 篆 为 办 (qi;) 中 指标 为 2 的 群 .由 
定理 33 可知,R(g;) 的 一 个 类 属于 这 个 子 群 可 以 表示 为 群 器 (ai 
的 一 个 完全 决定 的 存 这 一 类 取 值 1 的 特征 .这 一 特征 Xi(n) 可 以 
立即 被 给 出 ,此 处 我 们 记 与 剩余 类 相同 的 剩余 类 代表 为 nx. 则 由 害 
理 139 可知 


XCn) = [ 鼠 ), 当 9: 为 奇数 (130) 
群 吕 (8) 有 两 个 阶 为 2 的 基 类 ,从 而 它 有 3 个 指标 为 2 的 互 异 子 


$ 47. 范 剩余 及 数 的 范 群 ， 189 ， 


群 , 正 妇 (129) 式 所 示 , 其 中 每 一 个 在 %(8) 中 出 现 一 次 .这 三 个 异 
于 上 的 二 次 特征 rmod 8 为 


(DerD2 De Da -DerD2r0 4， 
及 对 于 偶数 4 ,我 们 从 而 找到 了 最 后 的 特征 
(- De-D2， 当 # =3(mod4), 


Xn) = (1 08， 当 = 2(mod 8),，{131) 


[一 二 D2*0 DA, 当 和 = 6(mod 8), 


即 
Xn) = (De DB D(a-DA2) 


当 df = 244 ,qd 为 育 数 . {132) 
由 引 理 我 们 立即 得 到 
定理 141 对 于 判别 式 为 d 的 二 次 域 , 范 剩余 mod d 群 %(4d) 
在 群 闪 (dd) 中 有 指标 2!, 此 处 + 为 4 的 互 异 素 因 子 个 数 .一 个 数 ? 
为 范 剩余 mod d 的 充 要 条 件 为 由 (130) 式 与 4132) 式 定义 的 上 个 
剩余 特征 
Mn ) (一 工 ,+) 
丝 有 值 1. 
为 使 文献 的 研究 更 容易 ,我 们 注意 到 , 希 尔 伯 特 亦 对 那些 不 与 
六 五 素 的 数 定义 了 范 剩 余 概念 ,及 对 剩 下 的 情况 , 定 久 有 不 同 的 
形式 : 
希 尔 伯 特 范 剩余 记号 的 定义 : 命 n 与 为 有 理 整 数 ,z 为 一 
个 非 完 全 平方 ,p 为 一 个 素数 (包括 2), 若 数 = 同 余 于 (Vm ) 中 
一 个 整数 的 范 数 模 每 一 个 和 宏大, 则 我 们 曾 


Cj 
并 且 称 为 域 E(V mz ) 的 范 剩余 mod 请 .在 其 他 情况 下 , 命 这 一 记 
号 等 于 ~1, 且 称 ”为 范 非 剩 余 mod p. 
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若 2 不 能 被 g; 整除 及 gq; 可 以 整除 (vy zn) 的 判别 式 , 则 


[于 = Xi(n)(g 奇 )， 


[ 写 <)= x%(x)(a 偶 ). 
男 一 方面, 若 p 除 不 尽 nd, 则 我 人 有 {)=1. 
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如 同 数 的 范 数 情况 ,我 们 现在 也 可 以 研究 的 理想 的 范 数 ， 
那些 剩余 类 mod a 可 以 被 表示 为 上 (wz ) 中 与 a 互 素 , 具 正 值 的 理 
想 范 数 者 显然 构成 名 (ad ) 的 一 个 子 群 . 命 这 个 子 群 称 为 理想 范 数 
群 mod a 并 记 之 为 8(d) .NN(o) 显 然 是 (aq) 的 一 个 子 群 .事实 
上 , 阁 一 个 类 mod qd 可 以 被 表示 为 一 个 数 的 范 数 六 (ae), 则 当 为 
一 个 有 理 整 数 时 ,Nu + dx} 属于 同一 类 ,及 当 x 充分 大 时 ,N(a 
+ dx) 显然 取 正 值 .因此 它 是 主 理 想 (a + dx) 的 范 数 . 

由 于 (4) 的 结构 已 由 定理 141 给 出 ,所 以 我 们 只 需 研究 商 
群 信 岗 . 由 于 针 的 阶 为 g(a)/2 和 ,所 以 (Caq) 阶 为 这 个 数 的 信 数 ; 
另 一 方面 , 它 又 是 只 (dy 的 阶 pg(d) 的 一 个 因子 ,从 而 伟人 吉 的 次 数 
等 于 2+ ,此 处 ww 为 入 + 的 一 个 整数 ,第 一 个 重要 的 结 采 为 方程 x 
= + 一 1; 第 二 个 重要 结果 为 这 一 群 与 理想 类 群 及 定理 133 的 联系 
的 不 包容 . 

如 果 我 们 将 两 个 理想 的 范 数 只 相差 mod.d 一 个 中 数 的 范 
数 不 看 成 有 区 别 , 即 得 商 群 /名 ,对 于 这 些 理 想 , 我 们 得 到 类 的 一 
个 分 拆 ,我 们 可 以 用 下 面 有 用 的 途径 来 定义 : 

我 们 考虑 中 两 个 与 4 互 素 的 理想 a 与 ,和 藻 有 一 个 关中 的 
数 a 使 

| N(g) | 三 N(a)| Nb (mod 4), 
则 称 它们 属于 同一 族 . 
我 们 用 熟悉 的 方法 ,将 中 的 族 构 成 一 个 阿 贝 乐 族群; 两 个 
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族 G 与 G; 的 乘积 定义 为 理想 mos 所 属 的 族 , 此 处 m 与 @; 分 
别 为 取 自 G 与 Ga 的 理 杞 ,族群 显然 同 构 于 群 人 3/ 这 个 群 的 单位 
元 素 称 为 主 族 ;这 个 族 包 含 理 想 站 ,所 以 是 严格 意义 下 的 主 理想 .大 
严格 意义 下 等 价 的 理想 , 若 它 们 与 4 互 素 , 则 显然 属于 同一 族 ; 从 而 
每 一 族 包 含 一 些 严 格 意义 下 的 理想 类 . 由 于 属于 主 族 的 类 一 一 命 其 
个 数 为 {一 一 曙 然 构成 类 群 的 一 个 子 群 ,所 以 了 是 ho 的 一 个 因子 ， 
昌 每 个 族 正好 含有 了 个 类 .车 g 表示 相 蜡 族 的 个 数 , 则 
Ra 三 gf. 

每 个 族 的 平方 为 主 族 , 即 若 对 于 每 个 a, 我 们 置 a = | N(a)|， 

则 得 
[No = NCa). 

所 以 族群 的 阶 g 必定 为 2 的 寡 ,g=22 ,正如 我 们 土 面 已 经 得 到 的 
群 /的 阶 . 如果 我 们 记 住 能 表 为 平方 的 不 同类 的 个 数 ,由 定理 
29 及 由 定理 132 , 它 正好 为 ho 人 2! 1. 则 可 得 关于 x 的 更 精密 的 陈 
述 , 从 调 


了 之 IT g= P21 ut-1l. (133} 


今 往 证 明 方程 w =: -1 我 们 来 构造 族群 的 特征 群 .我 们 从 前 节 的 
t 个 函数 X;(n) 立 即 可 以 得 到 .对 于 每 个 范 剩余 nn mod d ,Xi(n) 
有 值 1. 如 果 对 于 每 个 (ya) 中 的 与 4 互 素 的 整理 想 a, 我 们 定义 
zt 个 蚂 数 
ia = KCIN(G)|) {i= 1,,2), (134) 

则 对 于 同一 族 中 的 理想 ,每 个 yifo) 皆 有 同一 值 . 进而 言 之 , 7Y; (a* 
p) 二 y, (qa)*y:(9) ,所 以 我 们 得 

定理 142 这 + 个 函数 Xi(a) 是 由 4 表示 的 族 的 群 特征 . 

由 二 10 可 知 一 个 阿 贝尔 群 的 特征 群 同 构 于 这 个 群 .由 于 族群 
的 阶 为 2* 及 每 个 元 素 的 阶 最 名 为 2, 所 以 在 族群 中 正好 有 x 个 独 
立 元 素 , 从 而 亦 正好 存在 4 个 独立 特征 . 因此 在 i 个 特征 中 至 少 
有 :一 上 个 关系 成 立 . 即 1 一 uw 之 1: | 

定理 143 ”对 于 域 中 所 有 与 乙 互 素 的 理想 n 中 至 少 有 一 个 关 
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系 式 必 须 成 立 ,有 即 
LI (ay = 1, 
此 钼 有 理 整 数 c， 独立 于 a 且 它 它们 不 能 全 证 2 所 整除 . 
因此 对 于 上 =1, 方 程 
Y(t) = XI NG )= 1 

必须 成 立 , 事 实 上 ,这 正好 是 二 次 豆 反 定理 的 一 部 分 , 它 至 今 说 未 
被 用 过 (在 8$47 与 8$848). 我 们 见 到 如 局 $46 中 的 证 明 一 样 ,这 一 


方程 的 证 明 本 质 上 归结 为 对 于 :==1 的 域 ho 为 奇数 . 
反之 ,我 们 希望 由 二 次 互 反 定律 得 到 方程 


I[ xy) = 1. (135) 
为 且 我 们 证 明 对 于 每 一 个 与 a 生 素 的 正 整 数 ,方程 
[xz) = (#) (136) 


成 立 . 对 于 奇数 a ,我 们 有 


[x = 中 他 j= (x 二 及 (2) 


及 由 (127) 式 ,这 量 等 于 互 反 记号 .大 gq, 二 2*(a>0) 及 d=24 ， 
则 


ix (1) = (2 区 |， Yi{n) 二 【一 1yaCe DB+((d -1) 2 DA 


及 由 (126) 式 同样 得 (136) ) 式 . 

我 们 现在 由 此 对 于 次 数 1 的 素 理想 ,立即 得 到 关系 式 (135) 
式 , 即 对 于 这 种 a 一 9, 由 分 解 定理 得 { 寺 和 7 ] = +1. 若 a 为 次 数 为 
2 的 素 理想 , 则 N(a) 为 一 个 有 理 平方 ,所 以 每 个 7 (a) =1. 总 之 ， 
若 对 于 每 一 个 不 能 整除 d 的 素 理想 ,(135) 式 成 立 , 则 对 于 每 个 适 
合 (a,d)=1 的 a 亦 成 立 . 

族 的 个 数 g 正好 是 2! 这 一 事实 最 容易 用 超越 方法 来 证 明 . 
若 我 们 证 明 在 + 个 特征 %(a) 之 间 只 有 一 个 关系 式 (135), 则 族群 
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只 有 + 上- 1 个 独立 特征 y;(a), 从 而 其 次 数 至 少 为 2:71. 因此 由 
(133) 式 可 知 正好 是 21. 
定理 144 命 e1,e2,… ,el 为 1 个 数 土 1 满足 ej ,ez,'*' ,ee = 
1, 则 在 (wa ) 中 存在 无 穷 多 个 次 数 为 1 的 吾 理 想 p 适合 
YP) =e (i= 1,2,.,1). 
如 果 我 们 置 N{p) = 思 , 则 有 断言 显然 是 说 存在 无 穷 多 个 有 理 素 
数 p 满足 条 件 
Xi(p) = ei (i = 1,2,.",1) 


(#)= +1. 
由 于 eeze 三 1, 所 以 由 (136) 式 可 知 最 后 的 条 件 是 前 i 个 条 件 
的 推论 .因此 我 们 只 要 将 这 些 条 件 记 在 心 上 . 

由 于 每 个 入 (是 翻 余 特征 mod 9g; ,所 以 单个 方程 

Xi(n) 二 el， 
即 要 求 ”属于 其 些 剩余 类 mod g, 且 总 存在 这 样 的 有 理 整 数 =， 
实际 上 ,i 个 方程 同时 成 立 就 是 要 求 = 属于 某 剩 余 类 模 (7 个 & 中 
的 每 一 个 .由 定理 15 可 知 这 表示 ”属于 其 剩余 类 mod gi* q2… 
gq;; 妈 ”属于 某 剩余 类 mod d( 它 当然 与 d 互 素 ). 由 定理 131 可 
知 在 每 个 与 4 互 素 的 剩余 类 mod ec 之 中 ,存在 无 穷 多 个 下 有 理 率 
数 , 定 理 证 完 . 

我 们 曾经 在 $43 用 |d| 次 单位 根 的 分 圆 域 理论 证 明了 这 些 
素数 的 存在 性 .很 重要 的 是 存在 无 穷 多 个 素数 p 僵 Xi(p)=e; 的 
存在 性 可 以 如 我 们 希望 在 8 49 中 证 明 的 仅 从 二 次 域 理 论 得 出 ( 亦 
用 超越 方法 ). 

如 上 面 已 证 明 的 ,由 定理 144 可 知 g=27!, 从 而 f= ho 
2:-!. 即 在 主 族 中 类 的 个 数 等 于 可 以 表示 为 类 的 平方 的 理想 类 的 
个 数 ,因此 我 们 证 明了 : 

定理 145{ 族 的 基本 定理 ) 在 判别 式 为 a 的 二 次 域 中 , 族 的 


及 
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个 数 等 于 2 1. 一 个 族群 的 独立 特征 系 由 任何 圭 -1 工 个 函数 
7 的 = 人 NO (i= 1,2,.…,t) 
构成 .一 个 理想 类 为 一 个 平方 的 充 要 条 件 为 它 属于 主 族 ， 

高 斯 首先 发 现 这 个 定理 并 给 出 了 它 一 个 总 数论 证 明 ,这 一 证 
明 亦 搜集 于 希 尔 伯 特 的 “报告 "中. 

由 上 面 定理 的 最 后 一 部 分 ,我 们 可 以 进一步 引出 结论 :与 a 
互 索 的 理想 a 等 价 于 一 个 理想 的 平方 的 充 要 条 件 为 | N(a)| 为 一 
个 范 剩 余 mod d , 即 同 余 式 

| Na 三 2(nnod df) 
有 有 理 整 数 解 + . 则 理想 范 数 | N(a) | 亦 为 域 中 一 个 整数 或 分 数 的 
范 数 .由 ay 可知 存在 域 中 一 个 数 a 满足 

a = ab’,N{a) > 0, 
因此 

NGa)| = NC(a)| NB)| = Ne) N(b) = N(ob), 
此 处 5=|NN(B)|. 


$ 49.&[V dz) 的 截 塔 函数 及 二 次 剩余 
特征 确定 的 素数 的 存在 性 
为 了 将 &(V ) 的 截 塔 函数 各 ( 5) 表 示 为 较 简单 的 函数 ,我 们 
考虑 无 穷 乘积 
bi(s) = [| Ne 
中 的 那些 可 以 整除 一 个 确定 有 理 素数 p 的 素 理想 mp. 由 分 解 定理 ， 
我 们 立即 可 见 这 一 部 分 乘积 为 


Be 
从 而 0 
Ki(s) = 


* [| 
s 1 


Ll 
a | ss 
(s 所 


349.&(vd) 的 截 塔 函数 及 二 次 剩余 特征 确定 的 泰 数 的 存在 性 .195 . 


此 处 疡 经 过 所 有 正 素 数 ,同样 当 *>1 时 磁 积 收 伍 , 因 此 
名 5) 一 SS Lt{s) 


ELfs)= || 1 (137) 
J 
如 果 我 们 将 &(s) 的 这 个 表达 式 代 入 类 数 公 式 (95), 则 得 
大 -于 = liml(s). {138) 


由 此 可 知 当 s 趋 于 1 时 ,L(s) 趋 于 一 个 异 于 0 的 有 限 极限 . 现在 
我 们 希望 由 此 用 类 似 于 号 43 的 方法 导出 关于 记号 [区 } 分 布 的 一 
些 结 果 , 由 (138) 式 可 知 

lim logL(s) 是 有 限 的 ， 【139 
如 同 §43 中 的 工 (s ,X) ,我 们 有 


logL(s) = 一 gl 一 [全 jp】 
-5 


p ml MEP a 


= {Ss)s+H( )， 


此 处 当 s>1 这 时 ,H(ts) 是 一 个 收敛 的 狄 利 交 雷 级 数 ,所 以 当 5 一 
1, 它 有 一 个 极限 .因此 由 (139) 式 可 知 
lim2, 亲民 是 有 限 的 . (140) 
如 果 我 们 在 和 中 删 去 有 限 多 个 p, 及 如 果 我 们 将 4 换 成 一 个 与 4 
相差 一 个 有 理 平 方 数 时 , 则 显然 结论 仍 成 立 , 即 
定理 146 车 ea 为 任意 一 个 非 平 方 的 正 的 或 负 的 有 理 整数 ， 
则 当 s 一 1 时 昭 数 
Ta 
Llsia) = > (s )> 
有 一 个 腿 极 限 . 
类 似 于 续 43, 我 们 有 
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定理 147 命 a1,42,…,a; 为 有 理 整 数 使 容 张 积 
afiad aw 
仅 当 所 有 44; 均 为 偶数 时 才 是 一 个 有 理 平方 . 进而 言 之 , 命 c1， 
c2 "Cy 取 任 意 值 +1, 则 存在 无 穷 多 个 素数 p 适合 条 件 


Ai -一 二 于 
为 了 对 称 性 我 们 置 
_S1 
LG) 一 之 


(由 843 可 知 , 当 s 一 1 时 ,这 一 孙 数 的 增长 将 超过 所 有 和 界限}, 及 
构成 含有 2 项 (s >1) 的 和 


> chieeetr eo L (stalias }= pls), (142) 


此 处 每 个 uw 取 值 0,1. 所 以 由 工 的 定义 可 知 
?690 = 中 人 + 呈 朋 全 和 el 人 月 全 


(143) 
易 见 在 这 一 个 p 的 和 中 , 除 有 限 多 个 能 整除 a 的 p 之 外 只 有 当 p 
适合 条 件 (141) 式 时 ,pp :有 一 个 非 零 因子 (实际 上 因子 为 2"). 我 
们 有 
et) = ~ 

这 是 因为 在 (142) 式 的 诸 项 中 工 (s31) 的 增长 超过 任何 界限 ,而 出 
我 们 的 假定 及 定理 146 可 多 其 余 的 L(s;a) 红 有限 ,从 而 在 (143) 
式 中 必定 有 无 限 多 非 堆 项 ,从 而 我 们 的 定理 得 证 . 

特别 融 , 当 ”>=1 时 由 此 可 知 ; 

在 每 个 二 次 域 中 ,存在 无 穷 多 个 次 数 为 ! 的 素 理 想 及 无 穷 多 
个 次 数 为 2 的 素 理 想 . 

如 果 用 前 一 节 的 记号 ,我 们 选择 aj = 土 员 及 r =z, 使 每 个 a 
本 身 就 是 一 个 域 的 判别 式 ,而 其 乘积 al a2…a, 正好 就 是 了 2 , 则 将 
公式 (136) 用 于 每 个 域 (wa ) 得 


8 50. 不 用 截 塔 函数 来 决定 下 [1/ ) 的 类 数 ”，197 . 


x(p) = (各 (1 = 1,.…,1). 


所 以 前 节 的 定理 144 得 证 .在 此 却 术 用 到 狄 利 克 雷 关于 率 数 的 定 
理 , 即 未 用 到 分 图 域 理 论 . 


$ 50. 不 用 截 塔 函数 来 决定 (Va 的 类 数 


我 们 现在 用 第 六 章 的 方法 来 决定 理想 类 数 及 (广义 意义 之 
下 ) .首先 我 们 希望 如 同和 41 ,不 用 如 (6s), 而 出 理想 的 密 率 来 作 江 
这 个 决定 .然后 我 们 希望 利用 & (s) 及 定理 125 形式 上 更 为 精美 
的 方法 . 
为 了 应 用 第 一 个 方法 ,我 们 必须 决定 域 中 具有 范 数 * 的 整理 
想 的 个 数 Ffr) 当 a 与 #8 互 素 时 ,由 (89) 式 可 知 Flab)= Fla) 
x FCB). 
引 理 ” 对 于 每 个 素数 p 的 塞 ,我 们 有 
wd fady 
F(p) = > (£)= t+ > ($). 
情况 a: [全 ) = -1 若 N(d= 闫 , 则 必须 a= 六 ,其 中 尺 为 正 
有 理 整 数 ; 所 以 28 = 天, 即 
F(A) = 
这 与 (144) 式 相符 合 . 
情况 b: (5) =0,p 是 一 个 素 理 想 p 的 平方 , 则 由 N (a)= 六 
可 知 &=p* ,所 以 二 户 及 F(2)=1. 
情况 c: (4] - + 1,p 为 两 个 孔 异 素 理想 h, 入 之 乘积 及 由 


Na)= 六 机 知 a=p*"p ,其 中 尺 +w = 天 .所 以 对 于 长 三 和 |， 
时 ,天 上 1 个 数 对 并 一 站 正好 导出 了 &+1 个 相 异 的 理想 a 
及 我 们 得 


(144) 


1 ， 当 卡 为 偶数 ， 
0，, 当 友 为 奇数 ， 
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一 一 一 


F(p)=k+l1. 
引 理 证 完 . 
定理 148 ”对 于 每 一 个 自然 数 n ,我 们 有 
ro -全 
此 处 zx 经 过 x 的 有 所有 互 异 正 因 子 . 
若 将 xn 分 拆 成 不 同 素 因 了 于 之 各 
于 二 区 


则 


为 了 强调 定理 137 已 经 证 明 的 事实 , 即 对 于 正 整数 ,所 是 一 


个 剩余 特征 mod a .所 以 我 们 置 


(4)= Xn),n > 0. 


现在 我 们 将 Fln) 的 表达 式 代 入 红 公式 (88) 式 , 即 得 
YF(n) 


Tr 


二 lim 一 SX Cm). 
TT A HT In 


在 有 限 二 重 和 中 ,我 们 置 (其 中 mm 为 整数 ) 
1 一 7， 了 9， SF(n) = > XCm), 


;HD 


h: «= lm 


此 处 mm ,ma“ 猎 过 所 有 自然 数 ,其 乘积 <x. 所 以 mm’ 经 过 具有 性 质 1 
所 mr' 执 王 的 所 有 整数 ,其 个 数 为 | 达 | ,此 处 [wx ] 表 示 委 & 的 最 大 
整数 . 从 而 得 

5 Fn) = > x(m)|E| 


I ne lm 


$§ 51. 惜 助 于 截 塔 育 数 来 天 定 类 数 ”. 199 - 


-x VY Ex) 


除 以 z 之 后 , 当 z 一 1 时 ,第 一 个 和 有 极限 > 从 事实 上 , 它 
就 是 ;= 1 时 的 级 数 上 (5,X), 及 由 定理 128 可 知 当 =1 时 ,这 一 
级 数 收 伍 . 所 以 
h'k = 5 Xn) 十 lim 二 2, X(z)[ [到 |- 至 上 
a-1 姑 工 ” en 六 天 
由 下 面 一 般 的 极限 定理 下 可 知 后 面 的 极限 为 0: 
命 alya，… 为 一 个 系数 序列 满足 
lim Do, -0 及 Yla,|<r,(r > 0), 
Tr 妨 生 - 工 


RT 


则 
im ez] 


由 定理 128 的 证 明 , 这 些 假设 符合 于 a, = X(n), 因 此 
Rig (145) 
在 下 一 节 ,我 们 将 用 截 塔 函数 给 这 一 方程 一 个 较 简短 的 证 明 ， 
而 且 将 进一步 来 处 理 这 个 和 . 
8 51. 借助 于 截 塔 隐 数 来 决定 类 数 


在 $49, 我 们 已 经 将 &i(s) 表 水 为 (5)' Lts), 此 处 


L(ts) = 1} 


1 ， 
一 一 一 一 一 一 137 
ss 1- Xl(pp ‘137) 


并 由 此 得 出 
hx= limL ts). {138) 


下 ”关于 这 一 定理 ,请 比较 EE. Landau,iiber einige neuere Grenzwertsitze, 
Rendiconti del Circolo Matematico 而 Palermo 34(1912}, 
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由 于 X(2) 赴 关于 目 然 数 4 的 一 个 剩余 特征 mod 4, 所 以 由 
(137) 式 定义 的 晴 数 恒 同 于 43 中 的 菜 函 数 L(s,X) 及 


L(s) = S) a 
加 一 外 Ei 

由 此 及 定理 128 得 方程 
LOD 二 六 区 


这 就 是 未 用 截 塔 函 数 在 3 50 中 刚刚 得 到 的 会 式 . 如 果 我 们 比较 这 
个 公式 的 两 个 证 明 , 则 我 们 着 到 由 分 解 定律 可 知 将 打 (s) 表 为 
Es)*L(s) 与 由 定理 148 关于 F(n) 的 决定 是 同一 回 事 . 

我 们 已 知 判 别 趟 为 a 的 二 次 域 有 


it 当 d > 0, 及 。 为 基本 单位 ,e > 1. 


(145) 


村 这 当 d 之 0;( 当 4d <-4 时 ,ww = 2). 
因此 对 于 正 整 数 a ,由 (145) 式 我 们 得 到 下 面 惊 人 的 
定理 149 ”表达 式 
Ss 一 PD 
表示 (ya )(aq >0) 的 一 个 无 穷 阶 单位 ,及 
3 2 一 pr) te drtl) -A 
为 一 个 有 理 整数 使 这 一 单位 是 方程 
Xx:— Ar+l=0 
中 较 大 的 -一 个 根 ， 
用 数值 六 法 居 计 收 化 级 数 L(1) 的 余 项 即 可 数值 地 计算 有 理 
整数 A ,从 而 我 们 可 以 用 超越 方法 寻找 实 二 次 域 的 一 个 单位 . 
总 之 ,在 任何 情况 下 , 工 (1) 都 可 以 用 一 个 明显 的 途径 来 求 和 ， 
特别 对 于 虚 二 次 域 ,可 以 得 到 关于 的 一 个 非常 简单 的 表达 式 . 
因为 当 >>0 天 ,XxX{n) 是 -- -个 有 整数 变量 n 且 有 周期 |4 | 的 
周期 硝 数 ,所 以 一 种 自然 的 想法 是 将 X(n) 展 开 为 某 种 有 限 恨 辽 
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叶 级 数 .因此 我 们 试图 决定 1 4 个 量 (n=0,1,…,14| 一 1) 使 


X(a) = 全 。 (em )， (146) 

其 中 a=0,1,…,|d| -1. 

由 于 系数 姑 " 的 行列 式 异 于 0, 所 以 关于 ec, 的 | a | 个 线形 方 
程 有 惟一 的 解 . 对 于 任意 整数 n 来 定义 X{n) 与 ce, 对 于 计算 是 有 
用 的 .所 以 对 于 负 右 理 整数 ” ,我 们 置 

Xin) — Xm) 及 en = cn mmod d). 

这 样 一 来 ,对 于 每 一 个 有 理 整 数 a ,方程 (146) 均 成 立 . 

由 于 我 们 晶 先 已 约定 | 全 = | -和 ), 所 以 对 于 灸 ,这 不 一 


定 总 是 对 应 于 条 件 X(n)= [年 ] 
由 定理 137 ,我们 有 

Xn) = X(— nn}* sgn dd, {147) 

及 由 此 可 得 cy 的 一 个 类 似 性 质 . 事实 二 , 符 置 
Xea) = Pert ™”, 
此 处 # 过 任意 一 个 完全 剩余 系 mod 志 , 则 由 于 这 一 和 对 于 一， 麻 
成 立 , 故 得 
X 一 4 = 2 we) = Duc-nsgndt™. 
由 于 ec， 是 由 (146) 式 惟一 确定 的 ,所 以 
c_， = cnsgEn dd, (147a) 

我 们 将 于 以 后 决定 c, ;但 即使 现在 ,我 们 仍然 可 以 给 出 上 (1) 一 :个 
本 质 不 同 的 形式 


) 名 1 gz | 一 1 
LO HD > 二 or 
对 一 上 EE n=1 一 


熟知 当 8 天 1 ,| | = 工时 有 
on 
- logf1 -59) = > S 


nl 林 
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特别 她 , 当 g 不 同 余 于 0(mod 4 ) 时 ,这 一 级 数 收敛 .因为 > 1 发 
散 ,但 整个 级 数 工 (1) 收 伍 ,所 以 我 们 必须 有 co = 0. 所 以 我 们 记 
ld|l-t ~ 
LD= 2 oD 


如 果 我 们 将 g 与 |1 91 一 gq 所 对 应 的 项 放 在 一 起 ,并 考虑 (147a) 式 
则 得 


la| -1 Tt 
L(1) 一 1 之， 3 ne 


从 而 对 于 d>>0 及 d <0, 我 们 得 到 两 个 本 奈 不 同 的 表达 式 : 
1. d<0 


la| 1 oo sin 人 和 
工 (1 一: cr 人 ， 
9 二 1 二 上 内 
熟知 
snadnnzr 了 上 
2 (3 ),.0<z<1 
所 以 
| #1 -1 g 
L(1) = 于 -Ai De 一 一 
二 | 


若 在 (146) 式 中 置 <=0， 风 第 一 个 和 为 0, 所 以 
ial-i (148) 


2. d>0 
L(1) 让 2 > + 2 一 coRellogll 一 )) 


基 


- 2 calogl1 - 多 | = -oa log| ew /sd -era 人 | ， 
此 处 Re(w) 表 未 & 的 实 部 及 后 面 这 个 log 记号 表示 实 值 .所 以 
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1 
n= 3 Ne, log sin 7 . (149) 


在 4 的 最 后 两 个 公式 中 ,cn 仍 需 由 方程 (146) 来 计算 ,现在 我 们 将 
处 理 它 ， 


$ 52. 高 斯 和 及 类 数 的 最 后 公式 


欲求 出 c, ,我 们 由 它 的 定义 方程 乘 以 和 ”再 关于 a mod d 
求 和 即 得 


0 or 


最 后 一 个 和 称 为 高 斯 和 . 高 斯 首先 研究 了 它 并 得 到 了 它 的 值 ,其 中 
主要 的 困难 为 符号 的 次 定 .本 节 我 们 将 仅 建立 它 最 简单 的 性 质 ,而 
将 进一步 的 研究 放 在 下 一 章 ,在 那里 我 们 将 处 理 任 意 代数 数 域 高 
斯 和 的 类 似 ， 

在 本 节 , 对 于 任意 具有 判别 式 d 的 二 次 域 及 任意 一 个 有 理 整 
数 半 ,我 们 置 


Ga;d]) = DX(a)em 2 ， (150) 
其 中 和 
X{— a) = Xla)sgn dad, 
及 对 于 正 数 a 有 
x(a) = (#}. 
由 定义 可 知 


Glnid) 二 G(ns,d), 当 #| np(mod dd). 
我 们 进一步 证 明 计 算 G{n ,dd) 可 以 妇 结 为 计算 Ca ,gq), 此 
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处 g 为 一 个 判别 式 , 它 只 能 被 一 个 单个 素数 整除 . 为 此 月 的 ,用 
$ 47 的 记号 ,对 于 上 >1, 我 们 置 

d= (tg) (+ gq2)"(+ 9g), 
此 处 符号 的 选取 使 每 一 个 上 9 本 身 就 是 一 个 判别 式 .进而 音 之 ， 
我 们 定义 剩余 类 特征 


+ 中 
Rr 一 一 
(a) | 天 jn > 0, 
Xr{— nn) = Xr(n)sen(t 9,) 


(151) 
所 以 高 斯 和 G(n, 土 9,) 世 可 以 由 Xr ln) 来 构成 .最 后 ,我 们 选取 
一 个 特殊 的 剩余 系 a mod a ,Bh 
la ,sa da 


[| 
dl ot 
此 处 每 一 个 a, 毕 过 一 个 完全 剩余 系 mod gq; ,在 此 
Xn) =XItn) * X22 Xe nn), 
a 


Gr 
Gin,d) 一 > Xia Xa erm (tte Cc, 


其 中 


Xrta) = Xr(a} ， x 


C = ITz{ 全 (152) 
因此 我 们 有 
cid-cllctote)Cc=+L (153) 
出 这 一 方程 ,我 们 得 到 
Gln,d) =0, 当 (2) 天 1. (154) 


专 实 上 , 苦 与 有 一 个 奇 素 数 因子 dg , 则 对 于 这 个 9g,, 由 于 多 : 
为 一 个 特征 mod w, ,所 以 由 定理 31 可知 


Gtp,+to)=Gl0+a)= > X(ta) = 0. 
a mda 
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车” 与 # 有 一 个 公 因子 2, 则 G(xn, 一 4 或 Gtn, 土 8) 作 为 最 后 -- 
个 因子 出 现在 乘积 (153) 中 ,通过 自己 的 计算 易 知 ,对 于 侦 数 = ,这 
一 乘积 为 0. 
作为 G 的 第 三 个 人 性质, 我 们 发 现 对 于 有 理 整 数 c ,n 有 
G(ensd) = Xec}Gtn,d), Y(te,d) = 1. (155) 
事实 上 , 当 a 过 一 个 完全 剩余 系 mod d 时 ,ac 亦 然 ,所 以 
Xt{ciG(ten,d) = > X(acje2mna al ~ Gn,d), 


由 于 (ce)=1, 故 论断 成 立 . 
定理 150 对 于 每 一 个 有 理 整 数 n 有 


Glnsd) = XG ad) = Xn) OH. 


茶 7 与 d 非 互 素 , 则 由 (154) 式 可 知 第 一 个 方程 的 两 端 都 等 
于 0. 但 若 (a,d)=1, 册 我 们 在 (155) 式 中 选取 c 使 om 三 
1(mod zz 所以 X(tc) = XX(n). 

对 于 cv 的 完全 决定 ,我 们 仅仅 缺乏 了 解 对 nn 独立 的 Cd 
的 值 . 

定理 151 GG:(1,ad}=d. 

由 方程 (153) 可 知 我 们 只 要 对 于 那些 只 被 一 个 单个 素数 整除 
的 判别 式 4 来 证 明定 理 即 可 ,对 于 d= -4 或 二 8, 由 直接 计算 即 
可 知 定理 正确 . 当 | a | 为 一 个 奇 素数 时 ， 


G2(1, 土 9) = Xa XE) Ft = Xa) 2 XCab) Es 
= Sy(6) dd eo, 
现在 由 于 
0， 当 (n,g)= 1 


。 fa 一 Ta 一 
ltt ts | 当天 三 0fmod o) 
所 以 


昱 


Gl, tq)=— 2 Xb) + (glxX(-1) 


天 -1kmead 9 
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=gx(-1)- 2,X(b)=+g, 


现在 的 问题 为 寻找 vy 4 的 两 个 值 中 哪个 定义 了 G(1,o) ,这 需 
要 由 指数 函数 的 超越 方法 来 解决 . 这 就 是 决定 高 斯 和 符号 的 著名 
问题 ,我 们 将 在 下 一 章 解决 这 个 问题 ， 

定理 152 具有 判别 式 4 的 二 次 域 的 类 数 h 有 数值 


13| -1 


po (<) _ iG,d) 
及 二 n ,0 一 =+1, 当 aq <-4; 
a 2 nn [Va 


Na 
-i 
在 第 二 个 表达 式 中 ,a 与 8 分 别 经 过 1,2,…,d -1 中 通 合 
= 

之 诸 数 ,最 后 的 结果 总 有 p= +1( 358). 从 而 一 个 虚 二 次 域 的 类 
数 公式 就 变 得 异常 简单 了 ,及 从 其 结构 来 看 , 它 纯粹 属于 初等 数 
论 , 然 而 ,迄今 为 止 ,尚未 有 人 能 不 用 和 狄 利 克 雷 的 超越 技巧 而 仅 用 
纯粹 的 数论 方法 来 证 明 这 个 公式 .迄今 为 止 ,我 们 用 其 他 方法 其 至 
还 不 能 证 明 有 的 表达 式 取 正 值 . 到 现在 ,我 们 只 能 用 这 个 对 我 们 
依然 非常 神秘 的 计算 公式 ， 

第 二 个 公式 是 同样 的 . 特别 地 ,由 此 可 知 商 式 芽 AI1; 是 域 
(wa) 的 一 个 单位 .后 面 这 一 公式 由 24 次 单位 根 理论 更 易于 证 
明 ,而 这 一 数 显 然 属于 这 一 域 .总 之 ,和 饮 今 为 止 仍 未 能 用 纯 数 论 方 
法 证 明 这 个 单位 >1 及 它 如 上 面 描述 的 与 类 数 的 联系 . 


$53.k(Va) 中 的 理想 与 二 元 二 次 型 的 关系 
在 结束 本 章 之 际 ,我 们 将 给 出 二 次 域 的 近代 理论 与 由 高 斯 建 


立 基础 的 二 元 二 次 型 的 经 典 理论 之 间 的 联系 . 
所 谓 变量 x ,y 的 二 元 二 次 型 是 指 形 为 
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F(X,Yy) = Ar* + Bry 十 Cy’ 
的 表达 式 ,此 处 型 的 系数 有 A,B 与 C 为 独立 于 x 与 y, 旦 非 全 为 0 
的 量 . 显 然 这 样 一 个 理 总 可 以 表 为 两 个 齐 次 线性 函数 的 乘积 : 
F(x,y) = (ez + Py)lar + BYy). {156) 
当然 ,这 四 个 景 ,pe ,8 不 是 由 A ,B,C 惟一 确定 的 .例如 当 A 
拓 0 时 ， 


SB 44C 
F EF ™—— TT 
《六 a+ ya Yy 


了 
A ,B-VB -4AC Ye, z 
比较 系数 ,我 们 立即 得 到 


D= B*-4AC = (a8 - a8) = 叶 
们 


这 个 表达 式 称 为 型 的 判别 式 ( 亦 称 为 行列 式 )， 
如 果 我 们 应 用 齐 次 线性 变换 
T= Ar t byisy = cr t+ dy1 (158) 
于 变量 rz,y, 则 F(z ,yy) 变 成 一 个 xi, yi 的 二 次 型 .如 果 我 们 选取 
形式 (156) 式 , 则 得 
下 (Carl + by,cri 十 ci 
= (lag + Brit+ (ap + Bvtlaea t+ Be)xl 
+(lab+pBa)y) 
= Alxi + Bixiys + Ciyt = Fi(z1,¥1), 
和 ,B,C 与 A1, Bi, Ci 之 间 的 关系 对 我 们 无 其 关系 ,但 我 们 注意 
到 对 于 类 别 式 有 


(157) 


万 | =Bi -4AIiCl 
| 昭 上 十 并 op 十 8 | 
aatpic apt+pd 
2 a pb 2 


9 


d 
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Di = D(ad - bc}. {159) 

如 果 变 换行 列 式 ad 一 be 异 于 0, 则 由 x1, yi 的 一 个 适当 变换 可 以 
将 F(zri;Y1) 变 成 原来 的 F(x,y). 事 实 上 ,由 (158) 式 可 乔 
_ ddr- by -crtay 
ad-b’ 7! ad-be 
这 一 变换 称 为 变换 (158) 式 的 反 ( 逆 ) 变 换 ,其 行列 式 为 一 一. 

我 们 现在 仪 考 虑 那些 变换 ,其 中 系数 4 ,5b ,c,d 为 有 理 整数 月 
有 行列 式 aa 一 he 二 +1, 即 所 谓 整 么 模 变 摸 .如 土 面 公 成 所 示 . 这 
种 变换 的 道 仍 有 这 一 性 质 . 

定义 ” 兰 由 一 个 整 么 模 变 模 将 一 个 型 下 (x ,wy) 变 成 男 一 个 型 
F(x Yi) ; 则 称 下 等 价 于 ,并 用 记号 下 一 局 记 之 . 

如 同 刚才 说 明 的 , Fi 由 道 变换 变 成 为 下 ,所 以 我 们 有 Fi 一 下 . 
因此 对 于 下 与 FF 等 价 关 系 是 对 称 的 .进而 言 之 ,F 一 下 便 成 立 . 

引 理 a 若 对 于 三 个 二 次 型 FF ,Pi ,Pa ,关系 式 

FI 一 下 及 FI~F, 


工 ] 


成 立 , 则 
F 一 了 >. 
事实 上 , 徊 有 整 系数 分 别 为 人 EI 的 两 个 
么 模 和 矩阵 使 
Flar t+ bycr t+ dy) = F(x,y), 
Fi{az +t by et + diy) = F(x,Yy). 
则 在 第 一 个 方程 中 ,我 们 置 x=ayzrit Blyisy= cx1+ diY1. 今 
后 我 们 将 在 变量 xi ,yw 中 略 去 指标 1 ,这 样 做 并 没有 仔 何 关系 .与 
第 二 个 方程 相 联 即 得 
Fl(aay t+ pe zr + (abl + bd1)y, 
cai + des)jr + (ch + ddi)y) = Fal x,Yy). 
F 中 的 自 变量 由 x ,y 经 整齐 次 线性 变换 得 到 ,及 其 系数 行列 式 为 
ud] + Pel ca 六] + bal 


二 《ad — bc di1— bic} = 1, 
cal + dcl hI 十 dal ( } (adi 1c1) 
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即 FF 一 FF;, 皮 等 价 性 是 可 递 的 ， 

等 价 于 一 个 已 给 型 下 的 所 有 型 的 全 体 , 我 们 称 之 为 一 个 等 价 
型 类 ,并 称 下 为 这 个 类 的 一 个 代表 .由 (159) 式 可 知 一 个 类 中 的 所 
有 型 都 有 同样 的 判别 式 ， 

我 们 主要 限于 考虑 实 型 , 即 那 些 具 有 实 系 数 的 型 . 苍 下 为 一 
个 实 型 , 则 等 价 于 下 的 所 有 型 亦 然 ， 

定理 153 半 咯 是 下 的 判别 式 及 DD>>0, 则 对 于 适当 的 实 值 
zz,y ,F(z,y) 加 能 取 正 值 亦 可 能 取 抽 和 值 ; 铬 <0, 则 或 者 对 有 所 有 
的 党 数 x ,y 有 下 实 0 或 者 对 所 有 的 实 值 +,y 有 F(x,y) 志 0; 仅 当 
r=y=0 有 F(x,y)=0. 

我 们 考虑 分 解 式 

A. F(x,y) = (Ar+ By) -9 * (160) 
现在 假定 DD=B* ~4AC<0, 则 我 们 必须 有 A 关 0 及 由 上 面 方程 
可 知 
AF(x,y) 2 0, 

此 处 等 号 仅 当 y=0 及 Az+ 驴 y=0 成 立 , 即 x=y=0. 从 而 当 2? 


+ 天时 ,F(x ,y) 总 有 A 的 符号 . 
另 一 方面 , 蔡 D>0, 我 们 首先 假定 A 去 0, 则 
A:F(1,0)= 42 > 日， 
4 .FIB,-24)=- 了 DA2<0; 
所 以 对 于 下 来 山 , 取 两 种 符号 都 是 可 能 的 及 显然 对 非 全 为 0 的 实 
但 ,y, 下 可 以 是 00. 
车 口 >0 及 A =0, 则 方程 
F(zry) = y(Br + Cy) 
即 显示 出 定理 的 论断 正确 . 
车 六 >0, 则 型 下 称 为 不 定 的 ; 男 一 方面 ,大 DD<0, 则 称 玉 为 
定 的 .在 后 面 情况 中 , 疮 (xz,y) 实 0( 或 F(z,y) 专 0) 则 称 为 正定 
的 {或 负 定 的 ). 
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今后 我 们 仅 考 虑 整 型 , 即 具 有 整 系数 的 型 , 则 判别 式 D 显然 
同 余 于 0 或 1(mod 4). 

现在 假定 e 为 二 次 域 &tve ) 的 判别 式 .我 们 希望 发 展 一 个 方 
法 ,使 上 (ve ) 的 每 一 个 理想 类 (在 严格 意义 下 ) 对 应 于 有 判别 式 e 
的 一 个 等 价 型 类 . 

为 上 比 上 日 的 , 命 a 为 (ye) 的 给 定 类 的 任何 一 个 整理 想 . 

我 们 命 

aiyea2 为 上 的 一 个 基 使 

gra2 一 qa201 二 N(a)We 为 正 数 或 正 虚 数 . {161) 

对 每 一 个 理想 ga, 我 们 指定 型 


F(zr,y) = En + 222 


这 一 型 显然 有 有 理 整 系数 .事实 上 由 定理 87 可 知 乘积 ua" = 

NIo) 是 分 子 系数 的 因子 .进而 言 之 ,由 (157) 可 知 判别 式 为 
门 一 (ala2 一 aa2al )- 一 
N(ay 

若 一 个 型 下 是 按 这 一 途径 由 理想 a 得 到 的 , 则 我 们 称 : 下 属 
于 a, 并 记 为 Fxa. 

当 “<0 时 ,我 们 显然 仅 得 到 正定 型 ,这 是 由 于 第 一 个 系数 等 于 

Ql Ni(ia 
A = RET = I > 

引 理 b ”对 于 每 一 个 有 判别 式 e 的 不 定 (e >0) 或 正定 (e<0) 
整 型 开 , 皆 存在 一 个 理想 n 使 下 ->a， 

首先 ,型 FUzy)= Azr?+ Bzy+ Cy, 此 处 B2-4AC=e, 是 


一 个 本 淋 包 项 式 .事实 上 ,车 p 可 以 整除 A,B,C, 则 3 :必须 是 
一 个 判别 式 , 只 有 当 p= 土 1 时 , 它 才 可 能 是 城 的 判 潭 式 . 我 们 现 


在 考虑 理想 
(3) 
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此 处 e 表 正 数 (或 正 庶 数 ) 值 .由 定理 87 可知 N(m) = mm 是 型 
(ar + B34, )(ar + By )= AF(xz,y), Ntm) = |A| 


的 容 度 . 由 于 m 中 的 两 个 数 A 与 4B -ve) 忆 的 行列 式 的 平方 有 
值 N>(m)e, 所 以 它们 是 m 的 基 . 同 法 可 知 a1 二 X24 与 aa= 
A(B-Ye) 放 是 Xm 的 基 , 此 处 4 是 上 中 一 个 数 (4 天 0) ,由 于 
ale2 一 a01 二 MA Je, 
着 
AMAA >O, 
则 这 一 基 仍 有 性 质 {161). 因 此 我 们 选取 
(1) 若 e<0, 则 取 1 = 由 假设 4>0)， 
(2) 车 e>0 及 各 20, 则 取 =1， 
(3) 若 e>0 及 4<0, 则 六 =ve， 
则 在 每 一 种 情况 下 均 有 
MA = |NCm)|， 
从 而 Fn. 
定理 154 等 价 型 属于 等 价 理想 (在 严格 意义 下 ) 及 其 道 亦 
真 . 
我 们 分 别 从 上 的 基 nl,az 与 的 基 ,Bo 得 到 


F(xr,y) _ {ax 十 中 十 roy) 


G(r,y) = (Bix 十 Be + B2y) 


因此 这 两 个 基 有 性 质 (161) . 
现在 , 若 下 ~-G, 由 有 有 理 整 数 a,65,c,qd 满足 ad - 瑟 =1 使 
Flar + bycrt dy) = G(r,y) 
({aai + cao) rT + (hal + dar)y) ， 
N(a) 
({aa1l + ca2)}r + (Bhat + daz)y) 
N(a) 


(162) 
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Oo 一 


= (Pt Be Bie ef + B27) (163) 
由 于 商 式 -7BL 写 - B27B1 惟一 地 定义 了 G(x, 了 DD 的 零点 ( 除 次 
序 之 外 ) ,所 以 


anrl + ca 1 

ba Fo, 由 或 中 
故 存 在 一 个 4 满足 

aal + cas = Ap 或 AB1, 

bal + das = 45 或 4B. 
在 两 种 情况 下 ,由 (163) 式 均 有 


,|IN(ao) 
MM = | NEp) 


由 于 在 第 二 种 情况 下 有 
(ad ~ pe)(ara2 — a201)=— AM (BiBs ~ PB1) ， 
与 假设 (161) 相 矛盾 .所 以 只 有 第 一 种 情况 成 立 . 
由 于 ad 一 训 =1, 所 以 2481,4B2 是 a 的 一 个 基 ; 所 以 

a =A(B1:B2) = hb, 

0 22h. 
反之 ,假定 ass 及 4 为 一 个 具有 正 范 数 的 数 使 a= 4b, 则 1p Ap 
必须 是 na 的 一 个 基 , 所 以 它 基 由 a1,a 经 行列 式 等 于 +1 的 整 变 
换 得 来 的 . 即 存 在 有 理 整 数 a ,5 ,c,d 满足 

aal + ca = ABl, bal + das = AP?. 

从 而 由 性 质 (161) 对 于 两 个 数 对 成 于 及 N(4)>0 得 ad 一 be 二 1 
及 


>0. 


m= | 
出 此 得 方程 (163), 妈 下 一 如. 
由 定理 154 所 述 之 事实 可 知 {Vd ) 中 ho 个 理想 类 被 用 一 种 
确定 及 可 道 之 途径 指定 于 一 个 判别 式 为 e 的 型 类 ( 当 e <0 仅 对 应 
于 正定 形式 ). 所 以 判别 式 为 qa 的 非 等 价 整形 式 的 个 数 是 有 限 的 ， 
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而 实际 上 等 于 jpo. 若 当 e<0, 包 括 正 定 与 负 定 形式 在 内 , 则 等 于 
250- 例如 ,由 于 (CV 二 4) 的 类 数 等 于 1, 所 以 每 一 个 有 特别 式 一 4 
的 正 形式 均等 价 于 < 十 yy - 

理想 理论 的 大 部 分 均 可 以 被 这 成 型 理论 的 语言 , 且 反 之 亦 真 ， 
后 者 对 于 约 化 型 的 经 典 理论 有 着 特殊 的 意义 ,借助 于 它 ,用 不 等 
式 ,我 们 可 以 建立 一 个 互 不 等 性 型 的 完全 系 , 及 由 这 一 系 可 以 给 出 
一 个 比 $44 方便 得 多 地 建立 所 有 理想 类 的 程序 中 . 

按 如 下 途径 单位 理论 (具有 范 数 1) 亦 在 型 理论 中 出 现 .将 一 
个 已 给 型 映 至 自身 的 所 有 整 么 模 变 换 可 以 人 罩 举 出 来 .事实 上 ,对 于 
每 一 个 具有 N{e)= + 的 单位 6, 随 着 al 与 a2,eal 与 saz 六 总 
是 na 的 基 ,其 而 有 一 个 关系 

EL = dal + cao, Easy 二 bal + des, 
此 处 a ,b,c,d 为 有 行列 式 土 1 的 有 理 整 数 . 若 下 取 形 式 如 (162)， 
则 显然 
Flartby,cr + dy) = Flr,Yy). 

很 大 程度 上 讲 ,型 理论 是 考虑 当 x ,y 经 过 所 有 有 理 整 数 对 时 , 那 
些 数 可 以 被 F(x 7) 表 示 的 问题 .显然 这 束 回 到 这 样 的 问题 , 印 哪 
此 数 在 一 个 已 给 理想 类 中 是 整理 想 的 范 数 . 

当 型 的 合成 是 由 理想 类 来 定义 时 , 则 困难 的 型 类 合成 问题 融 
下 以 用 理想 理论 的 语言 非常 简单 地 加 以 表述 . 

具有 判别 式 Q*e 型 的 研究 ,此 处 QQ@ 表示 一 个 有 理 整 数 ,归结 为 
kye) 中 具有 导 子 Q 的 数 环 研究 ($$ 36). 只 有 那些 属于 这 个 环 的 理 
想 中 的 数 才 被 考虑 , 按 这 一 途径 ,一 个 环 的 理想 这 一 概念 及 理想 类 
概念 产 牛 了 ,这 些 和 概念 于 是 用 于 判别 式 为 Q*e 的 一 个 型 类 中 


”这 - 绝 化 理论 在 棚 略 模 明 数理 论 中 亦 出 现 , 它 与 二 次 域 有 个 密切 
的 关系 , 试 比 较 , 例 如 ,Klein Fricke Yorl iib.d. Theorie d. Ellipt. Modullunktic- 
nen ,Leipzxig 1890~ 1892, Vol. J] ,243 一 269. Vol. | , 181 一 203, 或 H. Weber， 
EUiptsehe Funkticonen and algebraische Zahlen. (= Lehrbuch d. Algebra Yoal. [[[) 
2nd edition, Braunschwelg 1308. 
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在 决定 二 次 域 的 类 数 时 ,我 们 第 一 次 遇见 了 高 斯 和 ,在 许多 其 
他 间 题 中 亦 下 到 这 种 类 型 的 表示 式 , 而 前 斯 是 第 一 个 认识 到 这 些 
和 和 在 数论 中 的 极端 重要 性 .他 的 注意 力 集中 在 这 些 和 与 二 次 互 反 
定律 的 联系 及 他 前 明 了 二 次 互 反 定律 的 一 个 证 明 是 怎样 从 这 些 和 
的 值 的 决定 而 得 到 的 .当今 我 们 已 知 估计 这 些 和 的 一 系列 方法 ,其 
中 有 一 个 属于 柯 西 的 超越 方法 . 由 于 它 是 可 作 推 广 的 ,所 以 具 特殊 
的 意义 ， 

任意 代数 数 域 上 的 高 斯 和 的 概念 是 作者 于 19194 年 形成 的 . 
实际 上 ,决定 高 斯 和 值 的 柯 西方 法 可 以 推广 ,从 而 导出 对 于 每 一 个 
代数 煞 域 二 次 互 反 定 律 的 超越 证 明 . 这 一 证 明 将 在 下 面 给 出 ， 

我 们 给 出 一 个 次 数 x 的 代数 数 域 丰 的 研究 基础 . 首先 我 们 要 
推广 $ 16 关于 二 次 剩余 的 概念 与 定理 至 域 . 由 于 我 们 已 充分 了 
解 一 般 群 论 的 基础 知识 ,所 以 我 们 在 此 可 以 很 简单 地 加 以 叙述 . 

若 坟 中 一 个 整数 或 一 个 整理 起 与 2 互 素 , 则 称 为 奇 的 . 

定义 ” 命 了 为 中 一 个 奇 素 理想 ,a 为 上 中 任意 不 能 被 整 
除 的 整数 , 阁 存 在 一 个 中 的 整数 & 使 4 圭 总 {mod 了 ), 则 称 a 为 
一 个 二 次 剩余 mod p 并 令 


at 


对 太一 种 情况 , 则 称 为 一 个 二 次 非 剩余 mod pb 并 记 为 


名 ”分 圆 域 理论 中 的 所 谓 拉 格 半 日 预 解 式 是 另 一 方向 的 推广 . 
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一 一 一 一 一 tt 


最 后 ,我 们 令 
(#)= 0, 当 «a = 0(mod p). 
如 同 §16, 由 定理 84 可 知 对 于 每 一 个 整数 ,记号 [人 } 才 示 
三 个 数 0.1 -1 中 的 一 个 , 且 
【py 一 -| 立 
uCN(p-DZ 二 | )(mod p). (164) 


如 果 在 不 同 的 数 域 中 处 理 剩余 记号 , 则 我 们 将 用 附带 的 一 个 指标 
加 以 区 分 . 
对 于 整数  , 我 们 立即 有 


[#)= (#), 当 w = B(mod p), 


hp 和 
(人 
现在 命 奇 整理 想 ni 有 素 理 想 因子 分 解 


n= 于 
则 对 于 中 任意 整数 a ,我 们 定义 

ay_ fa\, fa.le 

=) {165) 
因此 当 a 与 站 不 互 素 时 ,这 一 记号 为 0, 否 则 它 等 于 土 1. 对 于 任意 
整数 a 与 ,我们 仍 有 计算 规则 


(#)= (4); 当 a = plmod n), 


[= (全 人) 
若 上 为 有 理 数 域 , 则 这 两 个 定义 (164) 式 与 (165) 式 与 以 前 人 16 所 
说 的 是 一 致 的 ， 
对 于 每 一 个 中 的 非 零 整数 或 分 数 w, 我 们 按 下 面 方 法 定义 
一 个 和 ; 
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命 b 表示 的 差 积 及 命 bw 表示 互 素 整理 想 a 与 85 的 商 ; 
w= 字 ， (qb) =1. 


由 定理 101 可 知 对 于 每 一 个 a 可 以 整除 的 整数 ", 迹 Sf(zw) 皆 为 
有 理 整 数 , 从 而 对 于 整数 名, 数 
| pTiS( we) 
仅 依 顿 于 vw 所 属 的 剩余 类 mod a, 车 我 们 现在 形成 和 
Clw) _ > C2 an) (166) 


此 处 py 过 某 一 个 完全 剩余 系 mod a, 则 我 们 得 到 一 个 仅 依 赖 于 w 
的 数 , 及 它 是 独立 于 剩余 系 的 选取 的 . 我们 称 这 样 的 和 为 六 中 的 
一 个 高 斯 各 , 它 属于 分 母 a, 我 们 在 这 里 的 记号 王 下 加 上 “jx mod 
4 表 小 求 利 字母 p 经 过 一 个 完全 剩余 系 mod a, 亦 可 以 再 加 上 更 
多 的 附加 条 人 忻 . 

在 有 理 数 域 中 ,这些 C(w) 与 $52 中 定义 的 高 斯 和 在 形式 上 
是 有 区 别 的 :但 是 ,正如 同 我 们 将 会 看 到 后 者 可 以 立即 归结 为 
Co). 生 分 母 0=1, 则 显然 有 Clw)=1. 

公式 用 下 面 的 记号 更 易于 明白 ,我 们 用 记 叶 

”二 exp x. 

引 理 a 命 vw 有 分 母 a. 则 当 a 天 1 时 

> eriStxw) = . 


在 a 为 一 个 整数 , 则 当 jy 经 过 一 个 完全 剩余 系 moda 时 ,p++ 
a 亦 然 . 如果 我 #] 将 上 面 和 的 值 记 为 A, 划 
A = A el, (167) 
不 能 对 于 每 一 个 整数 a ,指数 因子 和 丝 为 1. 否则 S(aw) 恒 为 有 理 整 
数 ,从 而 由 定理 101,bw 将 为 整数 .这 与 假设 相 巴 盾 . 因 此 由 (167) 
陈 即 得 A=0. 
若 ki,kaya 为 与 bw 的 分 母 4 互 来 的 整数 , 则 
C(xi wm) = Clrs 四 )， 当 xi xa (mod a). (168) 
用 于 pa 与 六 同时 经 过 一 个 完全 剩余 系 mod a; 所 忆 C(kzw) = 
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C(x2a w). 由 假定 可 知 对 于 一 个 整数 ，， 
S{p’ riew) 一 S(p rz2a ww) 一 SC (rl 一 oa ) wm) 
为 一 个 有 型 整数 ;所 以 
Cligaa sw) = Criw). 
进而 言 之 , 当 a=mo 及 整数 ml 与 a 互 素 时 ,属于 分 母 a 的 高 
斯 和 可 以 归 绪 为 分 母 为 4 与 中 的 高 斯 各 . 
为 此 我 们 命 me 为 两 个 辅助 整理 想 使 
ltl el 二 Q2 
为 整数 及 (ac)=1. 在 (166) 式 中 ,我们 令 
HI 
oo= 此 处 有 = 让 
则 得 一 个 下 面 形式 的 完全 剩余 系 mod n 
天 二 Pa2 十 paals 
此 处 pj 与 oz 分 别 经 过 一 个 完全 剩余 系 mod a 与 mod a2. 则 


权 > hs 
priSCp ew) -2mS(plazgral)+2mS(palp/ao) 


自 
" 


所 以 

Cw) = c(h )= cl 于 jcle (169) 
利用 方程 (169) 可 知 CCw) 的 计算 可 以 归结 为 分 母 为 素 理 想 帘 的 
高 斯 和 的 计算 ， 


对 于 奇 分 母 , 可 以 一 直 归 结 到 分 母 为 素 理 想 为 正 ， 
命 分 母 a=p? 为 一 个 奇 素 理想 p 的 循 ,其 中 a 送 2. 在 ( 仍 表示 
一 个 不 能 被 ?整除 的 辅助 理想 ,使 多 =a 为 一 个 数 , 则 


“= 及， 此 处 P= 于 
及 我 们 有 递 推 公式 
clzj= Nc(-A) (170) 


右 端 显 然 为 属于 分 僚 ?之 和 |. 
今 往 证 明 这 一 公式 ,我 们 选取 下 面 形式 
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n+ ont 
的 一 个 完全 剩余 系 mod p" , 碍 处 
x mod 82 1 ,0 imod 蔬 
各 经 过 一 个 该 模 的 完全 剩余 系 , 则 


c(& }= 也 (24e anis (e+ 8)| 
_ De p |2ris (8 )| > 2 exp|2ris (8)| |. 


由 引 理 a 可 知 当 24 不 能 被 jp 整除 时 ， 即 (由于 ?为 奇 的 ) 当 A 不 
能 被 pp 整除 时 ,关于 po 的 和 等 于 0. 其 他 情形 , 则 由 于 每 一 项 均等 
于 1, 所 以 这 一 和 等 于 N(p). 从 而 
_ 了 
c 人 人 -= wo) 5 om jmsf2 人 | 
2 

所 以 g 可 以 假定 为 经 过 所 有 数 wa, 其 中 vw 经 过 一 个 完全 剩余 系 
mod pr ,如 (170) 式 成 立 . 

不 断 应 用 这 一 会 式 ,对 于 偶数 a ,我 们 短 到 -一 个 属于 分 母 为 1 
的 和 C(B) 及 因此 它 等 于 1. 所 以 ,我 们 得 到 

引 理 b 若 b8/ar 的 分 母 等 于 入 ,此 处 是 一 个 正好 能 整除 
a 至 一 次 宪 的 奇 素 理想 , 则 

N(p}*, 当 a 为 个 数 ， 
cle)= neyen2c (2)， 当 。 和 而 数 

对 于 能 整除 2 的 素 理 想 3, 评 可 能 有 一 个 约 化 公式 .我 们 在 以 
后 的 应 用 中 ,不 需要 这 个 公式 . 

定理 155 假定 bw 的 分 母 & 是 一 个 奇 理想 , 则 对 于 每 一 个 与 
4aA 互 素 的 整数 « ,我 们 有 

Cuo) = [和 jcC(o)， 

首先 ,对 于 4 为 一 个 素 理想 p 时 定理 成 立 . 事 实 上 ,应 用 引 理 

a; 我 们 有 


8 S5. 西塔 ftheta) 苯 数 与 它 的 捕 里 叶 展 开 ，219 ， 


ym £ Est pw ) 
3 -ah enn 
在 后 面 的 和 中 ,除了 对 应 于 剩余 类 ww=0 之 项 外 ,只 有 当 jg 是 一 个 
二 次 剩余 modp 时 , 它 有 一 个 非 零 值 .所 以 这 一 和 之 值 为 


. 2 
] 十 2>， em3(x wo), 
2 


此 处 gp? 经 过 除 0 之 外 的 互 异 的 二 次 利 余 ,这 正好 是 和 C(w). 这 
是 由 于 除 0 之 外 ,每 一 个 平方 在 Ctw) 中 正好 出 现 两 次 .所 以 


Clw = ™ (je (171) 
2 mody 
如 果 我 们 将 g 挽 成 px , 则 这 一 程序 并 本 改变 和 之 值 ,所 以 得 到 定 


理 所 述 之 方程 . 
由 引 理 b 可 知 对 于 分 母 0 为 一 个 率 理 想 之 蜂 六 时 ,定理 仍 成 


立 .事实 上 ,对 于 偶数 a, [在 | = (*) =1 及 对 于 w 与 vw ,高 斯 和 
有 同样 之 值 . 又 如 刚才 证 明 的 ,对 于 奇数 a, 还 含有 一 个 因子 


最 后 ,由 (169) 式 立即 推 知 定理 对 于 任意 奇 分 母 篆 成 立 ， 

实际 上 ,由 ({171) 式 我 们 得 知 $5S2 定义 的 对 于 有 理 数 域 的 和 
Gf1,d4) 是 与 高 斯 和 Co) 紧 密 相 关 的 ; 若 CCw) 决 定 了 , 则 G(1， 
dz ) 亦 决定 了 . 

最 后 ,由 (169) 式 与 引 理 b, 我 们 得 到 

定理 156 ”车 高 斯 和 C{w) 属 于 分 母 a 及 知 4 为 一 个 奇 理想 
平方 , 则 


Clw) = |v Nd)|. 


$55. 西塔 (theta) 图 数 与 它 的 情 里 叶 展 开 


导致 决定 高 斯 和 的 分 析 工 具 为 n 个 变量 的 西塔 汞 数 ,这 两 个 
概念 的 联系 如 下 所 述 ， 
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证 我 们 取 最 简单 的 情况 , 即 基 域 & =&(1)， 则 我 们 来 研究 由 下 
面 级 数 定义 的 z 的 函数 


atr) = 2 em ， 


当 r 的 实 部 为 正 时 ,这 一 级 数 (所 谓 的 简单 西塔 级 数 ) 收 敛 虚 轴 
是 解析 函数 9(7r) 的 自然 边界 (“奇异 直线 "). 现在 我 们 来 研究 当 = 
趋 于 背 点 +=2ir 时 ,8(7) 的 手 质 ,此 相 > 是 一 个 有 理 数 ,可 以 看 
出 8(z) 欧 于 无 穷 及 

limy rh(r + 2ir) 


存在 . 除 不 重要 的 数值 常数 外 ,这 一 极限 就 是 前 一 节 定 义 的 高 斯 和 
C( 一 r+). 进 而 言 之 ,8(7r) 的 性 质 还 男 有 途径 来 决定 ,存在 一 个 关 
于 8(7) 的 “变换 公式 ”; 


人) -Van 


由 这 一 公式 BCr) 在 点 rz=2i 的 性 质 与 9(r ) 在 点 
上 2 
2ir dr 

的 性 质 相 关 , 如 上 所 述 , 后 者 的 性 质 与 高 斯 和 C(1/4r) 有 关 . 比较 
这 两 个 结果 ,我 们 得 到 Cr) 与 C( 一 1747) 之 间 的 一 个 关系 .由 此 
Cr) 可 以 被 决定 ,并 由 前 节 诸 公式 之 助 可 得 互 反 定 律 ， 

假定 域 & 的 次 数 为 2 , 及 上 与 其 共 思域 e'? 都 是 实 的 . 则 对 应 
于 简单 西塔 级 数 , 我 们 有 = 重 西塔 级 数 


2 2 
11} 【2 和 到 
> Je tion ttt pe ) 


此 处 志 ，…,z 为 具有 正 实 部 的 变量 ,及 p 过 域 关 中 所 有 整数 求 
和 ,在 这 一 级 数 中 ,我 们 令 号 = 也 +2to 人 ,此 处 w 为 二 中 一 个 数 
及 合 正 量 ww 趋 于 0. 

最 后 ,着 证 一 个 一 般 代数 数 域 ,在 其 共 轿 中 ,中 ，…,k 中 为 
实 的 及 其 余 共 轿 都 是 非 实 的 , 则 我 们 仍 研 究 = 重 级 数 . 但 我 们 并 
不 从 +t1,…,t, 的 同样 函数 去 得 到 所 有 和 C(w) ,而 我 们 需要 函数 


$ 55. 西塔 (theta} 婧 数 与 它 的 体 里 叶 展开 ，221， 


2 exp| 一 «> tp | pp) | + 2 Do C2) | 

它 在 点 = 一 -0 的 邻 域 中 依赖 于 ,其 中 经 过 下 中 
所 有 整数 ， 

即使 在 证 明 的 这 个 概述 中 ,我 们 应 注意 到 这 些 步 又 与 第 六 章 
超越 方法 中 的 共 向 处 .事实 上 ,一 个 解析 阻 数 在 其 奇 点 邻 域 的 性 质 
精确 认识 正 是 数论 定理 的 来 源 . 

因为 p' 罗 的 绝对 值 出 现在 每 一 项 中 ,在 最 一 般 情况 下 ,必需 
的 公式 微分 就 变 得 更 为 复杂 .为 了 使 证 明 的 思想 更 为 易 懂 ,我 们 在 
下 一 节 首先 讨论 形式 上 较为 简章 的 情况 , 即 的 所 有 共 思 都 是 实 
的 . 

我 们 开始 来 发 展 导致 西塔 级 数 定义 与 阐述 及 他 们 的 变换 公式 
的 思想 之 链 ， 

一 个 n 个 变量 x ,x2,… ,zx 的 二 次 型 表示 一 个 形 如 


Q(T Ta) = Danze = = allz+2at2ztza2+， 
的 表达 式 ,此 处 系数 为 独立 于 +， z2 yn 实 的 或 复 的 量 并 满 
足 对 称 性 质 a = ab， 

若 对 所 有 的 实 量 riyzz,…，,zn 罕有 

Q(z Tn) 2 0, 

比 处 等 号 仅 当 Xl1= x2= "= 0 时 成 立 , 旭 称 实 系数 二 次 型 为 正定 
的 ,例如 zi+ z+ + 就 是 zz 和 za 的 一 个 正定 型 . 

引 理 a 对 于 每 一 个 正定 型 Q(xzi1,… ,za); 租 存 在 一 个 止 量 
c 司 对 于 所 有 实数 x ,x2,… ,x 回 有 

Q(z Tn) cr + et rn). (172) 

由 假设 可 知 对 于 n 维 球 yf +… + 如 三 1 十 所 有 的 点 几 有 

Cy 5) 之 0, 从 而 连续 中 数 Q@ 在 球面 上 有 一 个 正极 小 c, 即 
Qiyt 1%) 全 0 当 和 六 4+ 二 1 

所 以 车 对 于 非 全 为 0 的 任意 实数 zx; ,我 们 令 
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< 


JY: 一 (i = 1,2,., 7), 


31 十 了 十 二 


则 公式 (172) 成 立 ， 

定 进 157 他人 (Crzliyra ro)= 了 hk-1aaziet 为 一 个 实 的 
或 复 的 系数 的 二 次 型 ,满足 ;QQ 的 实 部 为 正定 的 . 进而 言 之 , 命 
ul ;Ha 为 实 变 量 , 则 


> 2 QU tu (173) 


mt "th 


为 一 个 绝对 收 伍 级 数 , 从 而 它 表 示 一 个 图 数 T(x,…, uw,). 这 个 
函数 及 它 关 于 u 的 所 有 导数 都 是 连续 的 ,并 且 关 于 每 一 个 变量 都 
有 周期 1. 
级 数 (173) 式 称 为 ”元 组 西塔 级 数 . 
命 Qo 为 Q 的 实 部 .由 引 理 a 可 知 存 在 一 个 正常 数 c 满足 
Qolmi 十 iss Hin + wn) 


Se((mit an) + + (ms 十 ar 六) 


Ei 
癌 
Zllk 
tt 


|e |= er ent) 
如 果 我 们 现在 将 实数 z 限制 在 一 个 区 域 | | 安 C 之 之 中 , 则 得 
|e | ee ™ Dtk, 
此 处 天 是 一 个 适当 的 常数 . 
对 于 >0, 当 
m1 二“ 十 49 > (174) 
时 ,我 们 有 不 等 式 
[ml t+ | ma | SV nm + ee + mms) 
Se dn (mi + + me?), 
所 以 我 们 得 估计 
le "QR| < exp| — ac{l — eC vn) (mi t+ mi)+ K]. 


8 55, 西塔 {theta) 男 数 与 它 的 博 里 叶 展 开 :223 ， 


如 果 我 们 取 s 充分 小 , 则 a =c(l- eCvn)>0 及 已 给 级 数 的 项 的 
绝对 值 小 于 显然 收 售 的 常数 项 级 数 
2 ana mt tm HK 


mm 四 1 


的 对 应 应 项 (最 多 除外 不满 足 (174) 式 的 有 限 多 项 )， 所 以 (173) 的 绝 
对 值 级 数 是 一 致 收 敏 的 及 其 舟 为 tw ，…, ,的 一 个 连续 果 数 .这 
一 函数 T 了 (zi ,an) 对 于 每 个 变量 都 有 周期 1. 例如 ,者 我 们 将 求 
和 指标 mi 搞 成 zr 一 1 则 了 (urfilaay… an) 就 变 为 
本 【ET 

同 法 ,我 们 看 到 由 一 次 或 多 次 逐 项 微分 T 得 来 的 级 数 亦 为 一 
致 收 全 的 ,事实 上 ,出 于 


QUmi 十 wns mn t+ tn) = QE ms Hn) + 


2 5) cmtte + Qu t+ + ty), 
Er 上 =1 
所 以 内 要 研究 


2 exp|- arQ{ mr ,ma) ~ 2 | 
1 二 寺 


m1 rr 


的 逐 项 微分 即 足 在 微分 之 下 ,ml,… ,rms 的 确 乘 积 及 这 种 表达 式 
的 线性 组 合 被 作为 因 了 于 加 到 个 刑 项 上 由 于 | m|< 达 el”*| ,所 以 
| 

及 如 上 述 更 由 可 知 微分 后 的 级 数 是 一 致 收 合 的 , 因此 定理 全 部 证 
宛 . 

今 往 寻求 在 本 节 开 始 时 ,我 们 讨论 过 的 西塔 图 数 的 变换 公式 
我 们 将 周期 函数 了 表示 为 傅 里 叶 级 数 及 实际 上 应 用 下 面 引 上 自分 
析 学 的 事实 . 

命 g(a1,… ,tn) 为 n 个 实 变 量 的 一 个 ( 实 的 或 复 的 ) 函 数 ,对 
于 变量 都 有 周期 1. 进 而 言 之 ,假定 p 至 2n 阶 的 所 有 人 篇 导数 都 是 
连续 的 . 则 p 可 以 展 成 绝对 收 伍 的 傅 里 叶 级 数 

plus 一 了 >， a{ nt se mt tm , 


可 1 
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其 中 系数 取 以 下 值 : 


a mi , mn) 一 
| eeoe mt pl ul 1 ,ee 
对 于 n=1, 这 一 定理 在 通常 的 分 析 学 教程 中 已 有 证 明 . 一 般 情 况 
易于 用 归纳 法 加 以 证 明 . 
若 我 们 令 9 为 西塔 函数 . 它 的 确 满足 我 们 的 假设 , 则 对 于 系 
数 我 们 得 


1 1 - 
0 D 


+ 


> e Tk tu + LT, 


CT sd] 


此 处 我 们 命 4U = du… du .现在 我 们 将 积分 与 求 和 号 交换 ,种 实 
上 ,由 于 一 致 收 全 性 ,所 以 交换 是 介 许 的 .我 们 引入 作为 积分 的 新 
变量 zi 一 外 一 天 这样 一 来 ,有 在 被 积 图 数 中 就 不 
出 班 了 ;而 它们 外 规 在 积分 极限 中 , 履 得 
"3 itl 
a (ms, Hn) = 人 | 。。 


一 
上 


td 
一 点 
所 有 这 些 积分 之 和 可 以 写成 一 个 在 整个 无 限 空间 的 积分 . 及 我 们 
证 明了 : 

定理 158 ?2 元 组 西塔 函数 


4 
Tu , Ht, 一 > em te mt 
夫人 
有 一 个 表示 
| om 
了 《1 ;1 一 > a{ (Cm) ee ritmu me), 
让 | 二 ,== 一 中 


此 处 


at(m)) 一 如 (1 


$ 56. 全 实 域 中 高 斯 和 之 间 的 互 反 性 ，225 ， 


十 5 
aaa 
- po 


基于 QQ@ 我 们 希望 代入 特殊 选取 的 形式 ,然后 算出 这 些 积分 . 
$ 56. 全 实 域 中 高 斯 和 之 间 的 互 反 性 


在 本 节 中 ,假定 我 们 在 $54 中 所 研究 的 高 斯 和 所 在 的 域 & 为 
全 实 的 , 即 所 有 的 共 印 域 人 ?都 是 实 的 .进而 言 之 , 命 & 表示 上 中 
一 个 非 零 理想 , 它 有 基底 为 a1,…, as. 则 从 现在 起 ,我 们 理解 
tty 为 n 个 正 实 变 量 及 我 们 选择 定理 158 中 的 二 次 型 为 


Qa = Dap? rr te + pz)?, 
它 显然 是 正定 的 . 它 所 对 应 的 西塔 函数 为 
gai0 = Dexp|- Or , 075) 
此 处 四 加 
= Deu (p = 工 ,于 )， (176) 


在 级 数 (175) 趟 中 ， A 过 a 中 所 有 的 数 各 一 次 .定理 158 中 的 傅 里 
叶 系 数 alm1，,…, m4) 有 值 
almi Mn) = [ep| 一 zy fpeh + 2ni y， mplip laU, 
产 二 1 p=1 
此 处 =， 由 (176) 式 与 积分 的 变量 wu 相 联系 . 
我 们 现在 引入 z, 作为 这 个 积分 的 积分 变量 . 方程 (176) 的 逆 
为 ， 
~ (k= 1,'** ,nn), 
此 外 直 定 理 10 102 可 知 pi 有 构成 k 中 理想 lvab 的 基 . 所 以 我 
们 ] 有 


D>) ms 一 D/A) z,, (377} 
£1 p=1 
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此 处 1 = > pa 为 17ab 中 的 一 个 数 . 
下 去 


DR - 


je «Dit + 2 DAs ldz1 az 
对 于 正 数 : 与 实数 4， 我 们 有 


+ + oo 2 
一 十 —m 一 于 { 训 一 到 年 L 
| 8 me 2miar 7 = e me | g [ ) dz = 


-0 和 


-其 


(178) 
其 中 yz 表示 正 值 .因此 系数 a 是 ”个 这 种 积分 的 乘积 及 由 此 我 们 
最 后 由 前 节 的 定理 得 到 : 
定理 159 由 (175) 式 定义 的 西塔 级 数 可 以 有 表达 式 


1 
(2,210) =- 一 一 一 一 一 一 
CT 


= 

3 1 .1 
* 》) exp1— A 2) 7 一 2xri Dy A z, 

Nr Lh p=-1 “各 p=1 


(179) 

此 处 石 端 经 过 中 理想 17ab 中 的 所 有 数 ， 

我 们 现在 立即 看 到 只 要 每 一 个 1, 的 实 部 为 正 数 时 ,这 一 方程 
对 非 实数 1 亦 成 立 . 如 此 则 172, 的 实 部 亦 为 正 的 及 公式 两 端的 级 
数 都 表示 1，…, 1, 的 解析 函数 .事实 上 ,由 于 + 的 一 致 收敛 性 可 知 
它 关 于 R(t ) >0tp=1,…,n) 是 正则 的 ,所 以 若 y tp 理解 为 对 于 
正 t 取 正 值 的 单 值 解析 聘 数 ,从 而 其 幅 角 介 于 一 +7 与 x 之 间 ， 
则 上 而 的 公式 对 于 右 半 面 的 任意 土 尼 成 立 . 其 中 ,我 们 令 

WV 有 

如 果 我 们 取 z1 = 二 … = x, = 二 0 并 用 1 代替 a, 则 由 定理 159 ,我 们 得 

定理 160 ”变换 公式 


a(131) = (180) 


OIC 
NT IVa var 上 “入 
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对 于 的 函数 
sf = O5011) = Dorpl- «Der | 


成 立 . 

进而 言 之 ,我 们 由 定理 159 推出 

引 理 a 考 复 变量 1 ,…, it, 按 这 样 的 途径 同时 趋 于 0, 即 17z， 
的 实 部 趋 于 正 无 穷 大 , 则 


limy 1 二， 之) = 


机 vd 
独立 于 z， 
若 我 们 令 x 个 数 民 (17z,) 中 之 最 小 者 为 +, 则 


二 2 严 2 2 2 
exp - xy A ES | 和。 mlmi+ 二 mn) 
=] 记 p=1 


此 处 , 按 (172) 式 ,ec 是 一 个 适当 选择 的 独立 于 zs 的 正当 数 . (179) 
式 右 端的 和 除去 mi=…= mm 二 0 一 项 从 而 数值 地 


C= 


<( 3 ee )" _, 1 


一 一 


<(1+2D emmy -1 
+ 
取 极 限 > 一 co 即 得 到 引 理 a. 
若 我 们 取 1=1, 则 (180) 式 就 导出 了 我 们 寻找 的 中 两 个 高 
斯 和 之 条 的 关系 . 命 w 为 中 一 个 异 于 0 的 数 及 命 bw 有 分 母 a 
及 分 于， 


(a,b} = 1. 
在 (180) 式 中 ,我 们 令 


ty = TT-2iwr, f=1, 


其 中 x 是 一 个 正 量 . 
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现在 我 们 由 引 理 a, 来 决定 当 > 趋 于 0 时 ,(180) 式 两 端的 情 
滴 . 首先 ， 


d(x — 2iwi1) = expl- "> (一 2 和 人) 人 | 


SS er 2 exp| _ za 于 a 
此 处 用 到 当 。 经 经 过 个 完全 剩余 系 mod a 及 ,过 a 中 所 有 数 时 ,wz 
= w+p 经 过 域 的 所 有 整数 . 右 端 内 和 仍然 是 一 个 西塔 级 数 , 所 以 
gtx — 2iw;l1) = > gaiStp iH 
最 后 ,由 3 引 理 a 可 得 


， ,型 7 Cl 
ina a{x 2iw;1) = Nn) aT (181) 


其 中 C(w) 表 示 $ 54 所 示 之 高 斯 和 . 

怡 好 用 同 法 ,我们 可 以 导出 x =0 处 , (180) 式 右 端 的 性 质 ,我 
介 令 

1 

ta tp) 7) + rp 此 处 z = 


所 以 l/r, 的 实 部 等 于 


I 
FP x ~ Diwttl)’ 


[二 ) _ 4 th) 


Tp 村 
当 一 0 时 , 它 趋 于 无 穷 .进而 言 之 ,我 们 取 ( 为 一 个 辅助 整理 想 使 
外 为 主 理想 由 = 全 .及 (20)=1. 于 是 1 向 中 的 数 呈 形式 w7A8 ,此 
处 六 经 过 ( 中 所 有 数 .在 这 种 情况 下 ,我 们 有 


人 
1 1 1 _ 1 号 


现在 命 


间 


和 为 -Pa = 天 的 分 母 ， (182) 


则 在 这 个 和 中 ,我 们 令 yy = w+ p,; 此 处 p 过 一 个 完全 剩余 系 
mod by ,上 共 中 每 一 个 元 素 都 能 被 C 整除 及 T 经 过 be 中 所 有 数 , 故 
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{全 一 一 ,一 


得 
1 1 ams dd) AN 和 (pb) 2 
一 -一 + 一 — 一 到 一 一 十 
{二 2)e 2 ex 2 it 2 ) 
P me Pb vin he 和 - 
P= 


a 2 
- Y》 es 80 {二 ,psbre]. 


A mh 
pe) 
因此 ,由 引 理 a 可 知 当 r+, 即 rm , 趋 于 0 时 ,有 


bo- 
may NCOP ED NOGe| 
此 处 我 们 令 


A= > SP Lot ) (183 


请 -三 ft 
根据 我 们 关于 根 号 记号 意 区 的 规定 ,我 们 得 
1 rm 1 
orlN NGY Neo) 
所 以 我 们 亦 可 以 记 作 


, 1 1 N(208) | 
taz2b( 二 证]= TR .A. (184) 
i “所 N(be} va 


最 后 ,在 乘 以 z “之 后 , 若 我 们 个 (180) 式 中 的 量 x 趋 于 避 及 和 =1 
并 馈 记 分 母 
lim Vr iw ly).. 7)) 


‘(zx — 2iw 


一 I NC) | 8 4) (Sa so 二 Te) 
则 由 (181) 式 ,(184) 式 与 141=N(b) 得 


Clw) Va|: < Nl2w) ,niA) Ssgn an) 
ww Neu) N (Bi1) ' 
Clw) | v NC2b) em)S0 w) A (SCsgnw) = VY sgnw't)). 


VvV Ny| | NCb) 
量 A 亦 是 一 个 高 斯 和 ,而 且 属 于 分 母 b. 若 a 表示 一 个 能 被 ( 整 
除 的 整数 旦 满足 a 与 互 素 , 则 在 (183) 式 中 ,我 们 可 以 将 p 换 
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成 pa ,并 命 bp 过 一 个 完全 剩余 系 mod bi ;由 此 我 们 得 
A= c[- 恋 3) 


如 果 再 令 a/6= y, 则 最 后 得 

定理 161 高 斯 和 之 间 的 互 反 性 关系 

Clw N{26) | cnscmno)mf_ 1 
A | N{h) b ~ cf md 

成 立 , 此 处 a 表示 bw 的 分 母 及 b 表 示 bw 的 分 子 , 而 二 是 azxd4b 的 
分 母 及 7 为 域 的 任意 数 满足 bY 为 与 | 互 素 的 整数 ， 

如 果 我 们 首先 到 特 例 , 即 域 的 差 积 0 为 一 个 主 理想 ,这 时 辅助 
理想 * 的 引信 变 成 多 余 , 则 我 们 逆风 熟悉 的 证 明 方法 就 变 得 更 为 
清晰 了 . 
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现在 假定 2 次 数 域 为 任意 的 及 命 共 固 的 编导 如 §34 所 示 使 
对 所 及 中 的 数 , 当 p=1,2*……,r 时 ,pg' 如 为 实 的 ,而 当 p= i 
+ 二 72 时, jx 站 为 At 的 复 共 斩 ,我 们 现在 考虑 函数 


上 (3 
一 > exp| 一 no [to a 十 xp|? 一 2 人 (pi 十 zp) | 3 
正 评 股 六 二 ] 


(185) 
属于 天 中 任意 一 个 非 零 理 想 ,此 处 pr 过 a 中 所 有 数 及 诸 记 号 的 
含义 如 下 : 
to >0, p= 1,2,.,n, 
tptr, = pr p= rtl, rt ra, 


ZL 为 实 的 , 当 pp 一 1 2 


p+r 


匀 
Ge ,| | 的 复 共 饭 , 当 p= ritl,r,rit rz. 
to 2 tu 
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苦 a1,… ,a 表示 a 的 一 个 基 , 及 我 们 令 
zp = Dy afp, Ps 一 > cgiru， (186) 
此 处 wj,… ,wr 为 实数 及 m1,… ,zm 为 有 理 整 数 , 则 (185) 式 的 指 
数 为 一 个 十 41… ;rn 二 ww 的 二 次 型 ,其 实 部 为 正定 的 .从 而 
这 一 级 数 为 收敛 的 及 定理 158 可 以 应 用 . 


在 此 傅 里 叶 系 数 有 如 下 值 : 
atlm)) 


4 #4 
-| |exp | - x fe | zp)? — 2iwtP 2 — 2imous]| dU, 
om A 


(187) 
此 处 z1,…,z， 与 积分 变量 al ,azr 的 关系 由 (186) 式 给 出 .者 将 
诸 x 由 诸 z 表 出 , 则 贝 定理 102 可 知 指数 到 与 前 一 节 类 似 的 形 
式 : 


一 x [zs, | xp | 一 2iw'?) zs 一 2 让]， 
p=1 


此 处 


4 一 > ， Br 
k=1 
为 17ab 中 一 个 数 及 诸 8 形成 17ab 的 一 个 枯 , 它 由 
Dope = | 
1, (0 二 呈 . 


定义 ,现在 我 们 引入 ,的 实 部 与 处 部 作为 积分 的 实 变量 来 代替 


这 六 一 Tp Ft 2 


】 | 直 三 7Yl 十 171 二 了 2 
空 广 十 二 Tp Dp 


zp = Tp p= 1,,r1. 


则 za 关于 zx 与 y 的 函数 行列 式 有 绝对 值 
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2"2 
IN) al 和 
这 在 入 40 中 已 用 过 ,及 指数 变 成 


"| 
一 x 2) (te 一 2iw'P) ) x 
p=1 


tr 
2 2 [21,(Cxp 十 3 一 2 人 fp 十 2 十 wn (rs 一 iyp)”. 


p=rt1 
"| 四 可 
+ 2ni AP zp +2ni 2, [aw (xp + iyp) + AP (Ts ~ iyp)], 
p= 六 二 于， 


(字母 二 面 一 杠 表示 复 共 冰 ). 用 这 一 变换 ,(187) 式 中 的 积分 就 变 
成 了 ri 个 单 重 积 分 之 乘积 ,其 中 每 一 个 积分 是 关于 变量 zl1,，…， 
zx 中 的 一 个 ,及 一 个 r2 个 二 重 积分 之 乘积 ,它们 是 关于 变 惰 量 对 
zp ss 的 积分 . 
关于 bp =] 1 | ,我 们 有 
| exp! — x(tp™ iw Pr + 2riA PD rl dx 
1 -At (189) 
tp— Di?! | 
在 此 平方 根 的 实 部 度 取 正 值 . 
二 重 积分 最 下 面 形式 ; 


了 -| | epi- 2rt (x + y) + Ini(w(xr + iy} 
t+w{r-ivr +Atrtiiy) + AC(r — iy))idrdy. 
现在 车 w= 二 0, 央 如 前 ,我 们 得 积分 值 : 
et rt) | |? 
了 = 7 一 ,在 四 = 0. 
另 一 方面 , 若 w 关 0, 则 我 们 将 zy 的 二 次 型 变 成 平方 和 形 
式 , 在 此 我 们 引进 实 变 量 xm 
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w(x +iy)=t+iv, 

mr 一 iy) = HC 1 
此 处 我 们 选取 v 固定 及 yw 作为 它 的 复 共 轿 .关于 函数 行列 式 , 我 
们 得 


azsy) 1 1 _ 1 

uo0) Vos lol 
及 谈 积 函数 之 指数 为 

ur + v2 


— 27nt Two] 十 di — v) 
+2di[ 产 (w+ 志 ) + 六 (ui) | 


(- 4 +2ni( 人 + 六 
+ {- 站 4ri jo +127 世人) 
因此 J 被 表示 成 为 两 个 单 重 积分 之 积 , 而 且 实 际 上 


_- 1 . 
2w 1 +4|lwl* 
dni 了 一 本 入 
全 一 十 
xp al Ral la tH A cm) 5 


(190) 
这 一 公式 当 w=0 时 显然 正确 . 
如 果 我 们 在 这 一 表达 式 中 选取 4 与 w 为 实数 , 则 指数 正好 是 


(189) 式 右 端 指数 之 信 ( 乘 以 -35] 
最 后 ,我 们 得 到 关于 al nmi ,91 之 值 
re p77 一 - 1 一 ， 
2 


exp | — nD ro)AD) | + 2 DI AGO lp) | 
产 =1 p=1 
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上 


pp 
FE < 一 
Es 
tp) 
gp) = tu 


+4 op 


ri ritry 
页 (fo = [vrs -2iw®, [T vs + dlwml? 
=I Pp—rtl 


入 (Pi 一 > | BP . 


{191) 
在 此 平方 根 取 其 实 部 为 正 值 . 
如 果 在 (185) 式 中 ,选取 *1 ps， 即 za 为 人 0, 则 得 下 
面 的 变换 公式 : 
定理 162 对 于 出 (185) 式 定义 的 函数 ,变换 公式 


a(f ,Qew;1) = NF IZ A (192) 
成 立 ,此 处 tm 与 fr,x 之 间 的 关系 由 (191) 式 给 出 . 

为 了 找到 当 趋 近 于 11 = #2 三 *… = t= 人 0 时 ,这 里 出 现 的 两 个 
西塔 级 数 的 性 质 , 我 们 必须 知道 ft ,zx,w; 门 在 这 一 点 的 性 质 , 这 
将 取决 于 下 面 的 

引 理 a 命 G1(f1) ,024f2) yosft 分 别 为 让 的 跑 
数 满足 当 p==r1+1,…,ri+r2 时 op+, =0p 及 当 记 =1,2,… ,ri 
时 ,oy 为 实 的 . 当 4 ，… ,is 同时 趋 于 0 时, 知 

limoplt) = 0， 


lim v tt (t,t vf) = N73T 
成 立 . 
签证 明 引 理 ,我 们 仅 需 将 定理 158 用 于 级 数 , 并 将 上 面 求 出 的 
系数 a 的 值 代入 好 可 . 如 果 我 们 选取 数 a 来 表示 单独 项 以 代替 
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m1;”… 72a 时 , 则 得 
Olt ash) = MO)es2ios， (193) 


An lsD 
其 中 
1 
-NOIalWwe,w) 
aA) |2 -AtP)27 
blaA) =expl— "> p+ dl os) 2 
由 于 


1 本 本 二 站 1 
Vit MM prey yd 由 Ap = ~ NDIYa 
及 若 我 们 将 * =0 之 项 挪 至 等 式 级 数 (193) 之 另 一 端 , 则 我 们 得 到 

不 等 式 
rn ACP) 2 
02 ) -MIM ee| 之 to(l +4lap| 321 
由 此 ,与 前 节 同 法 ,我 们 可 得 到 引 理 a. 
如 果 在 (192}) 式 中 ,我 们 取 em 为 下 中 一 个 异 于 0 的 数 及 1=1， 
则 我 们 得 到 一 个 高 斯 和 ; 


_b _ 
四 a {a,b) 1. 


则 
有 ft0,ajil) = Ye2ratp og( ,0,0;0). 
所 以 由 引 理 a 可 得 


[mv DT) = NT (194) 


欲 研 究 (192) 式 之 右 端 ,我 们 引进 辅助 整理 想 * 满足 
中 二 侣 为 中 的 一 个 数 及 (440 = 二 1. 
进而 言 之 ,全 


bi 为 兹 的 分 母 
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由 西塔 级 数 的 定义 直接 得 册 
9 {fr,0,e;D)= 9 (Ta,0, 臣 :c= > ae 


p=0e) 
由 (191) 式 得 


£2 + 4| wr |? 
1 
grP) dw + dle'? |2) 
(py pp 
= + tppp ,此 处 op = 4)? 


Tb9j= (i ‘Bn 


一 TT 


如 果 我 们 命 +, 即 = 趋 于 0, 则 引 理 a 仍 可 用 于 最 后 这 个 西塔 级 数 ， 
所 以 得 


-2xiSfp Ma8 
wy iso (= ks 5)- N( Co) Yd 名 


p=0(r) 


(195) 
如 同上 节 末 所 证 ,最 后 的 和 仍 为 C( 一 六 /A4w), 此 处 7 为 中 任意 
数 ,满足 


by 为 整理 想 且 与 b; 互 素 ， (196) 
人 
mw tt 0 (r,s)= )= | valc( 3) (197) 


最 后 , 若 在 莱 以 yf1…t; 之 后 ,我 们 在 (192) 式 中 命 上 ,并 注意 
lmW(,%) = | NO) |e se， 
此 处 
S(sgnaa) = sgnaot 册 + + sgn wl (Mn = 0 时 , 它 = 0). 
(198) 


8 58. 有 理 数 域 中 高 斯 和 符号 的 决定 . 237 : 


由 (194) 与 {197} ,我 们 得 
定理 163 ”对 于 中 的 高 斯 和 , 互 友 性 


人 fo _ |v NO2P) | ay5sfna 一 入 
Re | N Cb ) e cl | (199) 


成 立 . 这 里 a,b 是 互 素 整 理想 ,w=8/ab,bl 是 ax4b 的 分 母 , 及 > 与 
Sfsen ww) 分 别 由 (196) 式 与 (198) 式 定义 . 

这 一 方程 形式 上 与 前 一 节 的 相同 ,在 那里 只 对 全 实 域 作 了 证 
明 汪 . 
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公式 (199) 给 了 我 们 莱 定 高 斯 和 值 的 可 能 性 .本 节 ,我 们 希望 
对 有 理 数 域 来 作 这 一 决定 并 解决 $52, 定 理 152 结论 中 提出 的 同 
题 . 

&(1) 的 差 积 等 于 工 . 

若 a,5 为 互 索 的 有 理 整 数 , 则 
clzj= 》， 2 bra) 


n rmda 


对 于 奇数 a ,出 互 反 性 定理 163 可 知 


， 2 
站 省 】 ， 


C 了 em (2)= {ri/4)sgn a 
a 72 4 D2 mod 
C{)=21 + ee) = 2 + (0) = 201-#), 


.J.Mordell(1920) 公用 Cauchy 积分 定理 而 未 用 到 西塔 函数 对 于 
二 次 域 证 明了 互 反 公式 ;On the teciproeity formula for the Gauss's sutns in the 
quadratic field, Proc. of the London Math Soc. , Ser.2, Yol, 20(4) .一 个 相关 的 
公式 已 可 以 在 下 面 文献 中 找到 :A Krazer, Wur Theorie der mehrfachen Gauss- 
chen mmen, Weber Festschriftt 1912). 


238 ， 第 从 章 任意 代数 数 域 中 的 二 次 互 反 定律 


em 人 Js a -220l + sgn a ) ， 


cla) 
性 


1 

人 =7 (1 + i sgn ) ) 他 
Cc(2 1)=V 1 Da ,Ga > 0, 

此 处 根 式 到 正 值 (或 正 虚 值 ). 另 一 方面 ,对 于 率 数 a ,由 (171) 式 我 


们 有 
Cra) SE" 
对 于 奇 判别 式 ,a 二 a 自 (127) 臣 可 知 


(#)= {2), n>0. 
所 以 对 于 奇 夫 判别 式 a ,我 们 有 


$7 (Se = VU DT alal = Ya, 


此 处 根 民 坟 正 什 ( 或 正 虚 信 ) 
对 于 域 判别 式 4 为 奇数 时 ,由 方程 (150) 可 知 .高 斯 和 因而 等 


己 > D0,a = 一 1{4) 
局 > 0 ,a 三 344 1 


天 
Gd) = Wd, 当 d 为 奇 素数 ， (200) 
此 村 v4 等 于 正 的 或 正 虚 数量 ， 
现在 若 di 与 d; 为 两 个 互 素 判别 式 , 则 由 § 52 可 知 


Gl,di d;) = 2 ,全 | 他 em esl) 


(ial)llal)oaavea 


di 
= (一 1) ‘send -12 md 1 GG (1 :dG(1, ad). 
由 此 可 见 , 阁 (200) 式 对 于 互 素 判 别 式 ea ,da 成 立 , 则 它 对 乘积 亦 
成 立 . 从 面 {200) 式 对 于 每 一 个 奇 判 别 式 缘 成 立 . 
最 后 G(1, 一 4) 与 G(1, 土 8) 必 须 加 以 计算 ,我 们 有 


§ 59. 二 次 互 反 定律 及 补充 定理 的 第 一 部 分 :239 ， 


GU -4) =2i, G8) = 2 ，G(t, -8) = 2i|y3|. 

(201) 
如 果 + 是 一 个 奇 判别 式 及 d 是 一 个 没有 奇 素 因子 的 判别 式 , 虽 由 
52 公式 (152) 与 (153) ,我们 仍 得 到 


他 (1 ,gu ) = (2)(s cd,06,u) 


~{- 1 yn 3) gh 让- L2G(1 ， gjG(l, gt ), 
由 此 及 (201) 式 最 后 得 到 
定理 164 ”对 于 一 个 判别 式 为 怠 的 二 次 域 ,高 期 和 Gt{1,4d) 
有 值 
Gll,ad)y = vd 
此 处 取 正 的 (或 正 虚 的 ) 根 . 
定理 152 中 的 数值 因子 p ,正如 那里 所 述 , 取 值 + 1， 


$ 59. 二 次 互 反 定律 及 补充 定理 的 第 一 部 分 


我 们 将 从 公式 (199) 出 发 ,关于 任意 代数 数 域 推出 二 次 志 反 定 
律 .首先 ,我 们 定义 : 

如 果 一 个 中 的 整数 是 奇 的 及 同 余 于 中 一 个 数 的 平方 
mod 4 ,就 称 它 是 本 原 的 . 

如 果 上 & 中 一 个 数 a 的 共 轻 中 ,ri 个 实 共 思 数 a ,ac 都 
是 正 的 ,就 称 a 为 爹 正 的 . 

若 闪 的 所 有 共 辆 域 都 不 是 实 的 (ri:=0), 则 下 中 每 一 个 数 都 
称 为 全 正 的 .我 们 不 可 忽 赂 这 样 的 事实 , 即 语 勾 “a 为 全 正 的 ” 仪 当 
关于 一 个 合 有 a 的 域 才 是 有 意义 的 .例如 -1 在 上 (1 中 不 是 全 正 
的 ,而 它 在 (i) 中 的 确 是 全 正 的 ， 

为 了 使 我 们 证 明 的 想法 清楚 ,我 们 首先 作 简 化 假说 , 即 域 有 
的 差 积 $ 为 一 个 主 理想 ( 在 广义 意义 十 ) ,换言之 ,有 上 冯 中 一 个 数 划 
满足 

($8) = 3. 
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现在 命 a 与 8 为 两 个 互 素 奇 整数 ,如 果 在 (199) 式 中 ,我 们 令 


1 _1 - - 一 
"a 了 二 全， & = ag, b=1, 8 一 4， 


划 


人 

{- _ pT/4) Sen af) :(: | 
VN (aB) v JS) 40 

进而 言 之 ,由 (1 的 ) 式 与 定理 155 可 知 


(a8)= (全 je lay) 
如 果 我 们 现在 假定 所 有 奇 分 母 的 高 斯 和 及 所 有 分 母 为 4 的 高 斯 和 


都 异 于 0( 这 将 在 以 后 普遍 地 加 以 证 明 ), 则 我 们 可 以 将 互 吧 公式 
用 于 已 出 现 的 三 个 和 得 


(§) [)= et m4) Sn ofB -Bn of seo) 。 -各 YN 
本 :A 


现在 ,如 果 a 与 8 中 至 少 有 一 个 是 本 原 的 ,假定 为 =, 则 由 
(168) 式 可 知 


c( 胰 )=- c( 妥 )， cc 
及 对 于 a8 二 1, 由 (202) 式 得 


40 | _ (mA)S(sgnd) 
vN(8) 
由 此 我 们 得 
aY, FBY_ ri)S(agna sgnad sgnd tsgnd) 
Ci。 的 
对 于 实 的 a,8,6 有 


sgnald — sgnad 一 sgnf + sgnd = (sgne — 1) (sgnp — lsgnd 
< 人 (mod 4). 
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($): (#)= (- me DD? -Da 
这 就 是 对 于 两 个 奇 互 索 数量 其 中 至 少 有 一 个 是 本 原 数 的 二 次 女 反 
律 ， . 

我 们 现在 取消 关于 域 的 任何 特殊 假定 .& 的 差 积 不 蚌 一 个 
主 理想 的 一 般 情况 ,由 于 我 们 必须 在 证 明 中 引进 辅助 的 理想 ,所 以 
在 形式 上 ,就 变 得 更 为 复 录 一些， 

引 理 a 所 有 阁 于 奇 分 母 的 届 斯 和 徊 非 零 . 

若 Clw) 为 一 个 奇 分 母 a 的 和 , 则 我 们 得 到 所 有 形 为 Cww) 
的 分 母 为 上 的 和 ,此 处 < 经 过 一 个 既 约 剩余 系 mod a. 事实 上 ,车 
Clew1) 的 分 母 亦 是 &, 则 整数 x 可 以 决定 使 (ao -wi1} 是 一 个 整 
理想 及 对 于 这 一 理想 , 电 (168) 式 可知 Ctxrw) 二 CCwl) .由 定理 
155 可 知 , C(xw) 与 Clw)}) 内 相差 一 个 因子 土 1. 因 此 只 要 验证 分 母 
为 上 的 单个 高 斯 和 非 零 即 可 ， 

对 应 于 & 我们 选取 一 个 与 4 互 素 的 背 理 想 t 使 

keb 一 天 为 有 中 一 个 整数 . 

由 (169) 式 可 知 CL17/4x) 可 蔬 分 别 被 表 成 属于 分 母 4,a,¢ 的 三 个 
高 斯 和 之 积 .因此 要 证 明 这 一 引 理 只 要 证 明 C(1A4x) 关 0 即 可 . 当 
二 174x 时 ,可 知 (199) 式 的 右 端的 和 属于 分 母 等 于 1, 从 而 它 = 
1. 

引 理 b 每 一 个 属于 分 母 4 的 高 斯 和 夭 0. 

命 a 为 一 个 奇 理想 使 中 是 革 ` 一 个 数 < , 则 由 引 理 a 可 知 对 于 
每 一 个 奇数 pu 有 Ct{1Apx) 关 0, 所 以 由 (199) 式 我 们 亦 得 到 


c{—# 和 ez 0. 
若 wp 是 域 中 任意 数 使 bp 有 分 全 4, 则 存在 奇 整数 py 使 
bl + 六 人 为 一 个 束 开 想 
由 于 
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CCp) = c(=#e), 
所 以 Clgp) 亦 不 等 于 浊 . 
现在 命 a 与 8 为 中 互 素 整数 . 命 


此 处 6 是 一 个 与 a8 互 案 的 整理 想 ,由 (169) 式 与 定理 155 可 知 
ces) cle ec(Y)= (F(a je(2 Jet 
DE) a 

我 们 现在 将 定理 163 用 于 这 三 个 和 .在 这 种 情况 下 ,我 们 有 包 = 4 

和 


5 


1 4 Kl ia 
A 


,ge( TA) S{ gnea tsgnop- nenf) 


所 以 我 们 还 要 将 | vy R78) | 表 为 高 斯 和 .在 这 一 方程 中 取 a = B= 
1 , 则 堪 端 变 成 1, 代 入 上 式 即 得 


- 和 有 一 oa 的 二 3 EP ， 《204} 
C( 区 | ce KR) 


此 处 

ofayB) = pM) St sgnwet spr “sgneof — sgn ) 
狐 立 于 w. 事实 上 ,对 于 实 的 w,a,8, 我 们 有 sgaa + sgnwp 一 
sgnaa8 ~ sgnw 二 一 sgnwt{sgna 一 1)(sgn8 一 1) 可 以 被 4 整除 ,从 而 
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sh tn) fp) 
va , 有) 一 【一 1) (ene 上 -1 (spend Mt) (205) 


(204) 式 的 右 端 依赖 于 ww , 我 们 将 以 4 为 分 册 的 高 斯 和 分 拆 成 分 
母 为 4 与 b 的 两 个 高 斯 和 , 即 我 们 将 y 表示 为 两 个 整理 想 之 商 ， 


y = 症 ， 此 处 (ec,48) = 1， 
及 选取 辅助 整理 想 m 使 
bm = 大 柯 ; 人 = 下 令 之 为 上 


则 贞 (1169) 式 与 定 盟 155 可 知 
一 2 Ke 一 村 一 
cc 人 和) jc 
-ce(3) 
及 如 果 我 们 将 a 换 勤 1, 8, a8, 则 得 三 个 方程 . 进而 言 之 ,xx = 
wo ;此 处 gg= met 为 一 个 整数 . 据 此 ,我 们 最 后 由 (203) 式 与 (204) 


式 得 

a a ny cl 

(§) (#) "A Ce)cl=e) (206) 
此 处 w 为 域 中 的 一 个 任意 数 使 bw 为 奇 整 理想 。 


如 果 我 们 假定 a,8 中 至 少 有 一 个 ,例如 a 是 本 原 的 . 则 由 
(168) 式 可 知 
-waBy feaB. A i 二 
cl )=cl jc 名 )= cl) 
及 由 此 可 得 
定理 165( 二 次 互 反 定律 ) 对 于 两 个 奇 互 素 整 数 a,8, 其 中 
至 少 有 一 个 是 本 原 的 整数 ,我 们 有 
ay {1BY_/ DCme™ 1) 2) (sng 1) 2) 
BAG / 
若 a,8 中 至 少 有 一 个 是 全 正 的 , 则 右 端 的 单位 等 于 1. 
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ET 


由 此 我 们 推出 下 面 某 种 数 的 剩余 特征 的 结果 ; 命 8 为 一 个 单 
位 或 个 奇 理想 平方 使 对 于 每 一 个 坷 互 素数 w, 由 定义 有 ($§ ) = 
+ 1. 如 打 我 们 选取 = 满足 


0 二 ac 及 a 为 全 下 与 本 原 的 . 
则 由 定理 165 可 知 


即 
定理 166 ”对 于 每 一 个 奇 理想 4, 它 可 以 莱 以 一 个 平方 理想 后 
成 为 一 个 全 正本 系数 , 则 对 于 所 有 与 a 互 率 的 单位 及 理想 的 平方 


e 此 有 
(EE ) =+1. 
我 们 将 在 下 一 节 证 明 这 一 定理 之 道 亦 成 立 . 


除 此 而 外 ,方程 (206) 式 在 每 一 情况 均 导出 { 号 儿女 } 之 值 ,其 
中 a 与 8 为 奇 非 本 原 数 .如 果 我 们 令 


rta) = 


此 处 w 固定 , 则 

rfal) = rfaz)) 当 al = ast*(mod 4)， 为 某 奇 数 ; 
及 (206) 变 成 

(人 {2 j= vle, 8) a ; (207) 

对 于 所 有 奇 的 互 素 的 a 与 成立. 

第 二 补充 定理 是 关于 a,B 中 有 一 个 数 是 非 奇 数 的 情况 ， 

假定 整数 4 分 拆 成 两 个 理想 因子 tt, 使 + 为 奇 的 ,而 [中 不 包 
依 奇 素 因 了 于: 

1 = Tr， (2,7} 一 工 . 
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全 a 为 一 个 与 4 互 素 的 奇数 ,ww=bm,(,2ay=1. 则 由 定理 155 
可 知 方程 
‘Aw fA 
ce)= (a ke(e), 
成 立 . 应 用 互 反 公式 (199) ,我 们 得 


a cE) ed ] .msceos ee 
| )- c{s) ce WR (208) 
特别 对 于 a1, 我们 由 此 得 
| (209) 
现在 如 同 以 前 的 证 明 , 由 于 44 与 6 是 互 案 的 ,所 以 
c( cj) 
(ce 到 


c( 志 )-( 外 cp 


4w 4 
当 a =1 时 , 相 除 之 后 得 


本 人 ) 


此 处 最 后 ,我 们 仍 能 将 er 换 成 m. 如 果 我 们 用 (209) 式 内 (210) 式 
及 应 用 (208) 式 , 则 得 


(210) 
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(2)= v(a,A) : ° 4 (211) 
| c( 科 jc 全 
以 44=4fF 为 分 母 的 高 斯 和 ,由 (169) 式 又 可 以 归结 为 分 母 为 和 
与 + 的 高 斯 和 .车 我 们 取 与 rw 互 素 的 奇 辅助 理想 n,n 满足 


A 
Al = lm, p= 7, 5 = SF = mn, 


-(# a Lo 
最 后 ,如果 我 们 令 =] 及 将 上 而 吉 果 代 人 (211) 式 则 得 
Papce ef 二 甸 
总 
cj 
此 处 o 是 任意 可 以 被 + 整除 的 奇数 .最 后 这 些 和 仅 依 赖 于 
a mod 4[ 的 性 质 .特别 车 取 a 为 一 个 二 次 剩余 mod4[, 则 得 
定理 167 若 1 为 一 个 没有 奇 泰 因子 的 整理 想 及 X 为 一 个 整 
数 , 它 有 分 解 和 =f, 此 处 T 为 一 个 奇 整理 想 , 则 当 奇 数 a 为 一 个 
二 次 剩余 mod 4! 并 与 4 互 素 时 ,我 们 有 


(2)(s )= (- ee Dee- 
o . 


$ 60. 相对 二 次 域 及 其 在 二 次 剩余 理论 上 的 应 用 


我 们 现在 考虑 域 儿 = 玫 (YA 六 它 是 相对 于 大 ,由 一 个 天 让 
的 数 g 的 平方 根 生成 的 . 8 39 中 的 定理 当 /=2 时 ,对 于 这 个 域 成 
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立 . 引 人 一 个 剩余 特征 是 有 用 的 ,这 一 特征 多 少 是 从 二 次 剩余 记号 
中 导出 来 的 ， 
定义 ”对 于 中 任何 一 个 素 理想 p, 我 们 令 

1， ”车 p 在 K(v%y,k) 中 可 分 拆 为 两 个 互 蜡 因子 ， 
Q(p,p)= 人 一 1， 若 pp 在 Kl 下) 中 是 不 可 约 的 ， 

0， ”车 p 在 KK(Yz ,8) 中 是 一 个 素 理 想 的 平方 . 
由 39 的 结果 可 知 , 当 py 属于 而 Yn 不 属于 时 , Q(p,P) 是 对 于 
所 有 率 理 想来 定义 的 .进而 言 之 ,我 们 有 


Q(p,p) = [#]， 若 p 是 奇 的 及 它 不 能 整除 px。 (212) 


Qa ,Pp) = QP), a AO 有 HL 刷 于. 
更 进一步 ,对 于 任意 中 整理 想 a( 关 0) ,车 a 有 分 解 式 
0 = PP. 
则 我 们 令 
(pe 人 = QP QU PQ ,pn ) mm. (213) 
对 于 每 一 个 未 中 的 平方 x* ,我 们 有 
Ql ,a) = 1. 
所 以 对 于 名 中 两 个 整理 想 &,b, 我 们 有 
QB) = QA QD). 
最 后 ,对 于 与 整数 x 与 v 互 素 的 奇 理想 ,我们 有 
Qiay = QE) RQ va). 
在 有 理 数 域 中 ,这 一 记号 的 引 和 是 不 必要 的 ,在 那里 数 py 总 可 以 
假定 与 不 必要 的 平方 因子 无 关 , 但 在 其 他 域 ,其 中 类 数 为 偶数 , 则 
呈 可 以 有 本 可 和 避免 的 辅助 平方 因子 . 
借助 于 记号 QQ@, 如 同 $49 关于 二 次 域 所 示 ,K 的 截 塔 函数 可 
以 通过 站 与 一 个 附加 的 级 数 来 表示 . 如果 轴 是 玉 的 一 个 素 理 想 ， 
划 由 定理 108 的 记 导 , 它 关于 的 相对 范 数 是 xs( 史 ) = 或 类 及 
NM( 见 ) =2(p) 或 (好 ) ,此 处 # 是 能 被 加 整除 的 下 中 素 理 想 .在 无 
穷 乘 积 
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1 
Exts) = 1 1 NW 
中 ,我 们 提取 那些 可 以 由 一 个 固定 3 的 所 有 这 因子 困 导 出 之 项 ， 
对 子 这 些 因子 ,我们 有 
la - N(R) = (1 — n(p) ) (1 — Q(p ,pn(p)’) 
及 从 调 
如 = G(s)Z(s), 
_TT 1 如 (关山 
Z00= 1 om nm 2 ny 
出 定理 123 关于 类 数 的 公式 可 知 
jp rels) 
人 
等 于 一 个 有 限 非 零 值 及 因 此 我 们 得 到 : 
定理 168 limlogZ(s) 是 有 限 的 . 
由 这 一 事实 ,我 们 得 到 定理 147 的 类 似 ; 
定理 169 命 0 pan 为 中 辖 数 使 于 积 yi… pein 仅 
当 所 有 指数 锭 为 偶数 时 才 是 中 一 个 数 的 平方 . 命 c1) c2,"… ,cm 
为 任意 值 士 1, 则 存在 无 穷 包 个 中 素 理 想 p 适合 mm 个 条 件 


各)= a, 各)= 6 


事实 上 ,2” 一 1 个 辕 乘 积 j= pipn (zx;=0 或 1, 但 并 非 所 
有 x; 二 0) 的 每 一 个 平方 根 细 定义 一 个 相对 二 次 域 KYp,&). 如 
同和 49, 明 显 地 可 以 推出 , 妆 *>1 时 


此 处 当 5 一 1 时 ,p(y,s) 趋 于 一 个 有 限 极 限 .所 以 由 定理 168 可 知 
右 端的 第 一 个 和 亦 有 这 一 人 性质, 从 而 


Lt) = Dh) 


亦 有 限 . 事 实 上 ,由 (212) 式 可 知 这 一 和 与 前 一 和 仪 相 差 有 限 项 . 求 


$61. 数 群 理想 群 与 奇异 本 原 数 ”. 249 - 


和 号 中 的 素 理想 表示 » 仅 过 不 能 整除 pj, 02，… ,pm 的 奇 素 理 想 ， 
男 一 方面 ,由 于 当 :一 1 时 ,Cs) 变 为 无 穷 , 所 以 


lr 1 四 
L(s,1) = 和 jy 
从 而 当 s 一 1 时 方程 


| 
六 


Tt 


人 


的 堪 端 变 为 无 穷 ,这 是 由 于 只 有 一 个 单项 变 成 无 穷 .总 之 ,在 右 端 
仅仅 只 有 适合 我 们 断言 要 求 的 p 的 项 被 留 下 了 ,从 而 必须 有 无 穷 
多 个 这 种 类 型 的 素数 p. 

这 个 存在 性 定理 是 定理 166 与 定理 167 之 逆 定 理 的 证 明 的 最 
重要 关键 ,我 们 现在 来 实现 它 . 


$ 61. 数 群 、 理 想 群 与 奇异 本 原 数 


在 以 后 的 研究 中 ,我 们 关注 阿 贝 尔 群 的 那些 商 群 ,它们 是 贝 元 
案 的 平方 决定 的 .车 名 是 一 个 阿 贝 尔 群 及 了 是 由 备 所 有 元 案 的 
平方 构成 的 闻 群 .我 们 希望 指定 每 一 个 由 tl 定义 的 障 集 为 久 元 
素 的 一 个 复合 .由 $9 可 知 商 群 久 /ts 是 复合 的 群 . 商 群 的 单位 元 
素 为 主 复合 , 即 U1 的 元 素 系 .每 个 复合 的 平方 都 是 主 复合 .如 采信 
是 一 个 有 限 群 , 则 正好 有 2 个 不 同 的 复合 ,此 处 e 是 久 属 于 2 的 
基数 .所 以 ,独立 复合 的 个 数 , 即 @AUs 中 独立 元 素 的 个 数 等 于 e. 

我 们 现在 介绍 一 个 群 ,复合 ,与 相关 常数 的 重要 系列 ， 

1. 在 乘法 复合 之 下 ,& 中 单位 构成 一 个 群 .由 于 有 ri+ rm-1 
= mm 一 1 个 基本 单位 及 大 的 一 个 单位 根 ,而 其 平方 根 椒 属于 上 & ,所 
以 不 同 的 单位 复合 个 数 等 于 2” ,其 中 和 二 (+71)72. 

2. 在 乘法 复合 之 下 , 业 中 所 有 非 零 数 构成 一 个 群 .所 以 所 有 
数 系 az? 是 一 个 数 复合 ,此 处 a 是 一 个 固定 数 及 & 经 过 & 中 所 有 
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数 .如 果 对 主 & 中 一 个 数 w, 我 们 给 予 一 个 ri 个 土 1 的 符号 系 
sgn sgnw("( 对 于 ri =0 我 们 理解 符号 系 为 数 + 1). 则 同 
样 数 复 合 的 所 有 数 有 相同 的 符 导 系 .全 正 数 复合 的 群 构 成 一 个 所 
有 有 数 复 合群 的 指标 为 2 的 子 群 .如果 r1>0, 刚 存在 天 中 数 w, 它 
有 任意 预先 给 予 的 符号 系 .事实 上 , 命 8 为 的 一 个 生成 元 ; 则 ri 
个 表达 式 ao+ el ++ar-1gonG=T1 ri 对 于 实 的 
a 可 取 实 值 的 每 -一 种 组 合 .因此 对 于 有 理 数 a ,它们 可 取 每 一 个 符 
号 组 合 . 

3. 在 的 理想 类 群 中 ,正好 有 2° 个 不 同 的 类 复合 ,此 处 e 表 
示 类 群 属 于 2 的 基数 个 数 ， 

4. 那些 数 为 上 中 理想 平方 的 数 复合 构成 所 有 数 复合 群 的 一 
个 子 群 ,这 一 群 的 阶 为 2***, 由 3 可知 存 在 e 个 理想 al,…a,, 它 
们 定义 了 个 独立 类 复合 及 它们 的 平方 为 主 理想 , 即 oi = aj(i = 
42, ,6). 这 个 数 al,…,as 定义 了 e 个 独立 数 复合 . 各 w 为 一 
个 站 中 理想 的 平方 , 则 ¢ 等 价 于 a,…a。 的 一 个 戎 乘积 及 乘 以 一 
个 适当 的 单位 之 后 ,w 与 cm 的 老 乘 积 只 差 一 个 平方 因子 . 如 
果 一 个 数 是 & 中 一 个 理想 之 平方 ,我 们 就 称 此 数 为 奇异 的 .因此 
共有 m +e 个 独立 奇异 数 复合 ,它们 可 以 由 el es 及 闸 个 独立 
复合 的 六 个 单位 来 表示 . 

5. 命 p 表示 包含 全 正 数 的 独立 奇异 数 复 合 的 个 数 ,所 以 共有 
23 个 奇异 全 正 数 复 合 .因此 22” 个 奇异 数 复 台 指 示 数 只 有 
2™** ?个 相 异 的 符号 系 . 

6. 如 果 两 个 非 零 理想 a 与 5 之 商 4b 等 于 域 的 一 个 全 正 数 ， 
则 a 与 5 可 以 当 作 属于 相同 的 严格 理想 类 及 0 与 6 在 严格 意义 下 
是 等 价 的 ,我们 亦 将 它 记 为 a6. 严格 的 类 亦 构 成 一 个 阿 贝 尔 群 
即 严格 类 群 .含有 一 个 在 广泛 意义 下 的 主 理 想 的 那些 严格 类 构成 
一 个 指标 为 h 的 子 群 . 主 理想 显然 定义 最 多 2" 个 相 异 的 严格 类 ， 
因此 严格 类 群 的 阶 最 多 为 271h . 命 eo 为 这 个 严格 类 群 属于 2 的 基 
数 .我 们 记 严 格 理想 类 复合 群 为 %, 它 的 阶 为 2%. 用 第 二 种 方法 


$$ 61. 数 群 .理想 群 与 关 异 本 原 数 ，251 ， 


来 决定 % 的 阶 ,我 们 得 方程 
en 一声 十 Fl 一 更， (214) 
为 证 明 这 一 公式 ,我 们 记 So 的 子 群 ,其 类 复合 可 以 表 为 主 理想 (在 
广 沁 会 交 下) 为 岛 .因由 群 论 的 一 般 定 理 可 知 % 的 阶 等 于 商 群 
So 名 之 阶乘 以 久之 阶 , 现 在 商 群 生生 有 阶 2°. 事 实 上 ,着 各 , 包 ， 
…,b 为 e 个 独立 类 复合 代表 (在 广义 含义 之 下 ) , 则 2 个 乘积 b= 
Phx; 二 人 或 1) 正 好 定义 了 WW 关于 岛 的 2 个 相 异 陪 集 . 男 
一 方面 ,对 于 每 一 个 理想 ,存在 5 的 一 个 寡 磁 积 及 一 个 理想 的 平 
方 忆 使 a 一 te; 所 以 a=abe*, 其 中 心 为 某 一 个 数 ,a 所 属 的 复合 于 
b 所 属 的 复合 只 差 a 的 复合 , 即 来 自 群 名 的 复合 ,因此 So 惟 的 阶 
为 2. 

一 个 主 理想 (7y) 属 于 So 的 单位 元 素 当 有 目 仅 当 (7) 在 严格 意义 
之 下 等 价 于 一 个 理想 之 平方 , 即 若 7 等 于 一 个 全 正 数 乘 以 一 个 奇 
恒 数 , 即 当 自 仅 当 7 可 以 乘 以 奇异 数 后 变 成 全 正 . 由 S 可 知 y 的 
27” 个 符号 可 能 系列 中 正好 有 2m 1 2 个 由 奇异 数 实 现 ,所 以 主 理 
想 正好 定义 了 2 t+ 2 个 相 异 的 严格 理想 类 复合 .因此 这 就 是 
名 的 阶 .(214) 证 完 . 

7. 在 奇 剩余 类 mod 4 中 ,正好 有 2” 个 互 异 的 剩余 类 复合 
mod 4. 事 实 上 ,由 关 =tifmod 4) 可 得 f==1(mod 2),£=1+2w, 其 
中 wo 为 一 个 整数 .在 这 些 整 数 之 中 ,共有 N(2)=27 个 互 不同 余 
者 mod 4. 

8. 若 4 三 B(mod 4) 及 a /8 为 全 正 时 ,我 们 就 称 两 个 数 zx 与 有 
在 同一 个 严格 剩余 类 mod a 中 .进而 言 之 ,在 每 一 个 剩余 类 mod a 
中 ,显然 有 一 些 数 a 其 ri 个 共 示 数 与 已 给 整数 we 有 同样 的 符号 ， 
事实 上 ,由 于 对 于 每 一 个 有 理 整 数 +,a + 工 | N{a)|w 稼 与 a 属于 
同样 的 剩余 类 mod a 及 当 z 充分 大 时 ,具有 所 希望 的 符号 性 质 ，. 
因此 每 一 个 剩余 类 mod n 皆 正 好 分 拆 成 2 个 严格 剩余 类 mod a. 
特别 有 28 个 下 异 严格 剩余 类 复合 mod 4. 

9. 命 1[ 为 一 个 2 的 素 因子 .在 闸 剩 余 类 mod 竹中 ,有 2”*! 个 
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互 异 的 剩余 类 复合 mod 4[. 事实 上 ,由 癌 =1{mod 41) 可 知 &=1+ 
2om ,此 处 w 为 一 个 整数 并 运 合 条 件 wtw + 1 二 0(mod 全 .所 以 a 
三 0 或 1(mod 了 1) 及 由 此 正好 导出 2N{2)=2” 个 关于 互 不 同 余 
数 mod 4[. 按 对 应 关系 ,存在 2 mm 个 互 异 严格 剩余 类 复合 
mod 4 . 

10. 奇异 数 同 时 又 是 非 平方 的 本 原 数 是 我 们 的 主要 兴趣 和 所 
在 .这 种 数 称 为 奇异 本 原 数 .由 定理 120 相知 奇 异 本 原 数 w 使 域 
KK (Vw, ) 关 于 k 有 相对 判别 式 1., 概 定 存在 9 个 独立 的 奇异 本 原 
数 复合 . 则 由 4 可知 qg 志 m+e. 这 2”!* 个 互 异 的 奇异 数 复合 定义 
了 2”+* 4 个 不 同 剩余 类 复合 mod 4 ,这 是 由 于 正好 其 中 2* 个 是 
本 原 的 , 即 它们 属于 剩余 类 mod 4 的 主 复合 ， 

11. 同样 命 go 表示 全 下 奇异 本 原 数 的 独立 复合 个 数 .因为 每 
22 个 奇异 数 复 合 定义 相同 的 严格 剩余 类 复合 mod 4, 所 以 2 个 
互 异 奇异 数 复合 仅仅 定义 了 2 2 个 在 严格 意义 下 的 互 异 剩余 
类 复合 mod 4. 

12. 最 后 ,由 定理 166 导出 所 有 奇 理想 mod 4 的 一 个 新 分 类 . 
如 果 有 一 个 在 下 中 的 理想 平方 已 便 ma 一 pc 及 可 以 选 出 整数 a,8 
使 aa= Bbe ,其 中 三 8 二 1(mod 4), 则 两 个 奇 整理 想 a 与 6 被 当 
成 在 相同 的 “理想 类 mod 4” 之 中 .由 理想 的 丑 法 定义 了 这 些 类 的 
复合 ,从 而 决定 了 “类群 mod 4” ;我 们 将 它 记 作 中 . 

为 了 决定 黑 的 阶 ,我 们 引进 见 的 可 以 被 奇 整 主 理想 表示 的 类 
构成 的 子 群 多 .于 是 沾 的 阶 等 于 驴 的 阶乘 以 商 群 外 /名 的 阶 .如 采 
外 ,…,b, 为 e 个 独立 理想 类 复合 的 奇 代 表 , 则 2: 个 三 琵 积 晤 :… 
刀 =bzi=0 或 巧 就 正好 定义 了 2 个 加 关 于 名 下 蜡 陪 集 . 从 而 
商 群 的 阶 为 2*. 进而 言 之 ,对 于 每 一 个 奇 理想 w, 缘 存在 这 些 b 来 
积 中 的 一 个 及 一 个 奇 理想 平方 己 使 as 一 be. 所 以 有 奇数 a ,8 使 方 
程 wa= fbe 满足 . 两 吴 各 箭 以 一 个 数值 因子 可 以 假定 适合 过 
1(mod 4) ,因此 a 与 好 属于 相同 理想 类 mod 4. 由 于 好 与 6 私 相 
差 久 中 一 个 理想 ,所 以 路 中 每 一 个 障 集 亦 由 某 个 b 来 表示 ,如 澡 / 
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名 的 确 有 阶 2°， 

为 了 在 决定 总 的 阶 方面 做 出 进一步 进展 ,我 们 考虑 相同 理想 
类 mod 4 中 两 个 奇 整数 y1 ,Ys 定义 的 主 理想 (71) 与 (7Y2), 其 中 六 | 
与 7, 属于 相同 剩余 类 复合 mod 4. 理想 (1) 所 必 的 理想 类 mod 4 
包含 所 有 的 奇 理 想 (7) 使 y 同 余 于 一 个 奇异 数 mod 4. 由 10 可 知 ， 
奇异 数 正好 定义 了 2”** ?个 互 异 剩余 类 复合 mod 4. 从 而 在 2” 
个 剩余 类 复合 mod 4 中 ,每 2 … 个 属于 相同 的 理想 类 mod 4， 
因此 名 的 阶 为 2*-'*+r- 中 .由 此 我 们 得 到 

风 的 阶 等 于 2" "9 = 2m ?9. 

13. 若 rm >0, 则 用 对 应 的 方式 ,我 们 定义 严格 理想 类 mod 4 
的 群 .如 果 有 一 个 理想 平方 使 a 一 Be 与 可 以 选取 数 a 与 有 使 
aa= Bbc ,a 三 B==1(meod 4) 及 进而 a 与 8 都 是 全 正 的 , 则 称 两 个 奇 
理想 & 与 b 在 相同 的 严格 理想 类 mod 4 之 中 . 

类 似 于 吕 阶 的 天 定 方法 可 以 决定 W5 的 阶 . 若 和 是 ‰ 奇 主 
理想 表示 的 子 群 , 则 307%%o 的 阶 为 2 ,由 于 在 2 ”个 严格 剩余 类 
复合 mod 4 中 ,每 2™i* % 个 只 相差 一 个 奇异 数 复合 ,所 以 由 11 
可 知 各 的 阶 为 2 一 t+ 人) 

因此 

外 | 的 阶 等 于 2"+mrm+qe 二 2m+qo， 
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现在 我 们 用 很 简单 的 枚 举 法 来 决定 g 与 gqo. 
引 理 a 我 们 有 qo 魏 e 及 gev. 
假定 有 qo 个 独立 的 全 正 育 异 本 腺 数 mimz,…， ws 及 考虑 奇 
理想 的 go 个 熙 数 
xia) = QU ,0), i = 1," ,0 
这 些 函 数 仅 依赖 于 a 属于 的 理想 类 复合 . 如果 对 于 奇 理想 a,b,c 
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a 一 be 成 立 及 如 果 选 取 奇 数 a 与 8 使 za= Pbc ,由 当 我 们 棚 定 mw 
与 on 下 陛 , 即 得 


Xifag) = Xi(Bbe) = ( 笠 )= 全 合 ; 
对 于 每 一 个 与 2w; 下 素 的 整数 y, 由 于 w; 为 本 原 及 全 正 的 ,所 以 
由 互 反 定律 可 郑 


因为 w; 为 奇异 的 ,所 以 后 面 这 个 符号 等 于 +1. 因此 得 到 
Xita) = ( 委 )= G3E Xi(b), 当 a ~ be 

进而 言 之 ,出 于 Xiaop) 二 认 (0 守 (2) ,所 以 由 $10 可 知 go 个 
函数 Xi(a) 是 理想 类 复合 群 的 特征 群 . 由 定理 169 可 知 它 们 亦 是 
独立 特征 . 男 一 方面 ,出 定理 33 可 知 理想 类 复合 群 的 阶 为 2, 所 
以 它 正 好 有 e 个 独立 特征 ;因此 ao 委 e. 

当 我 们 由 严格 等 份 性 的 构 念 出 发 ,用 类 似 的 办 法 即 可 证 明 关 
系 式 g 委 en0， 

引 理 b 命 e1,…',em+ ,为 m +e 个 独立 奇异 数 , 则 奇 理想 a 
的 mx +e 个 旺 数 

人 (sn (i = 1,2, ,m+e) 

构成 一 个 群 吗 , 的 独立 群 特征 系 . 

由 定理 165 可 知 这 些 函 数 是 Wo 的 群 特征 ,由 定理 169 可 知 它 
们 是 独立 的 . 

由 13 可 知 好 的 阶 为 2” ,所 以 由 $10 群 的 一 般 定理 可 知 

m+etm+ do 

所 以 go 写 e 及 由 引 理 a 可知 go 二 e. 由 这 一 引 理 可 知 下 面 两 条 定 
理 得 证 . 

定理 170 焉 好 存在 e 个 独立 奇异 本 原 数 mi，…aw ,它们 是 
全 正 的 .在 此 e 是 域 的 广义 理想 类 群 属于 2 的 基数 ,e 个 特征 
QQ (Cw;,0) 构 成 类 复合 群 的 特征 完全 系 . 
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定理 171 一 个 奇 理想 a 能 用 乘法 乘 以 理想 平方 成 为 域 的 全 

正 及 本 原 数 的 充 要 条 件 为 对 于 每 一 个 奇异 数 s ,条 件 
Qe,a) 一 十 1 

成 立 ， 

如 果 我 们 考虑 用 群 路 来 代替 W , 则 类 伏地 可 得 

引 理 c 命 e1,…,sp 为 刀 =eot+ mm 一 ri 个 独立 全 正 奇 异 数 ， 
则 p 个 阔 数 QCe; ,Qa)(i 三 1,…, 轧 ) 构 成 一 个 关于 麻 理 想 4, 群 册 的 
独立 群 特征 系 ， 

由 于 器 的 阶 为 2” 9, 由 此 可 得 

mrIto 守 p= mr+eyg, en sf . 

因此 由 引 理 a 可知 eg=g9, 及 凤 有 阶 22?. 从 而 我 们 证 明了 

定理 172 存在 eo 个 独立 奇异 本 原 数 wl,…， we ,在 此 eo 是 
域 的 严格 理想 类 群 属 于 2 的 基数 . ee 个 特征 Q@(wi,a) 构 成 关于 奇 
理想 a 严格 类 复合 群 的 完全 特征 系 . 

定理 173 一 个 奇 理想 a& 冬 以 一 个 理想 平方 可 以 成 为 域 的 一 
个 本 原 数 的 充 要 条 件 为 对 于 每 一 个 全 正 奇异 数 6 ,条 件 

Q(le,n) =+1 

成 立 . 

定理 171 与 173 常常 被 称 为 第 一 补充 定理 ， 

类 似 地 ,我 们 得 到 关于 剩余 特征 模 非 奇数 的 定理 167 之 道 .如 

na 二 总 (mod 机 ) 可 以 在 中 有 解 #, 此 处 1 表示 2 的 一 个 素 因 子 ， 

则 称奇 整数 w 为 超 本 原 数 模 1. 所 以 超 本 原 数 模 1 定义 剩余 类 
mod 4 的 主 复合 .由 前 节 9 可 知 存在 2? 个 互 异 的 复合 mod 4l， 
但 仅 有 2" 个 互 异 者 mod 4. 因 此 每 一 个 复合 mod 4 正好 包含 两 个 
巨 异 复合 mod 4[. 因此 本 原 数 正好 定义 两 个 瑟 异 剩余 类 复合 
mod 4, 让 这 些 被 记 作 Ri 与 Ra ,此 处 我 们 选择 R| 为 主 复合 mod 二 . 

定理 174 ”如果 素 理想 1, 除 得 尽 2, 且 在 严格 意义 下 属于 主 类 
复合 , 则 所 有 eo 个 独立 奇异 本 原 数 亦 是 起 本 原 数 模 [. 太一 方面 ， 
在 其 他 情形 下 , 仅 有 eo -1 个 独立 奇异 本 原 数 亦 为 超 本 原 数 模 

证 命 ¢ 为 一 个 选 好 的 奇 理 想 使 人 二 4 为 一 个 全 正 数 ,实际 
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上 在 定理 174 所 述 的 第 一 种 情况 下 是 可 能 的 . 则 对 于 每 一 个 奇数 
x, 我 们 首先 假定 它 与 长 互 素 , 由 定理 167 得 


癌症 口 司 站 
其 中 假定 a 属于 复合 Ri, 如 果 我 们 现在 对 于 本 原 数 a 考虑 函数 
(和 )}=QGh,a), 则 当 ml 与 oz 属于 相交 复合 Ri 或 Rs 时 有 
Q(A4,a1) 王 Q(A,02). 进 而 言 之 ,QCA,araz) = Qu al)GQCA， 


az) ;所 以 Q(a4,a) 是 阶 2 的 群 的 一 个 群 特征 , 它 由 两 个 元 素 Rj 与 
RR; 构成 ,其 中 Ri= Ri. 但 是 这 一 特征 并 非 主 特征 ;这 是 因为 由 定 


理 169 可 知 有 无 穷 多 个 素 理 想 p 使 | 全 ) = -1 而 特征 Q(s,p) 对 


于 理想 的 疡 个 独立 全 正平 方 s 中 的 每 一 个 丝 等 于 1. 因此 由 定理 
173 可 知 ,用 乘 以 一 个 适当 的 mp 可 以 进入 一 个 本 原 数 , 即 a = 


pm2. 所 以 Q(2,0)= (后 ]= -4 从 而 Q(X,a) 是 群 (Ri, Rs) 惟 
一 确定 的 群 特征 ,而 且 不 是 主 特征 ;所 以 它 =1 当 且 仅 当 本 原 数 a 
属于 民 ;,， 即 当 n 亦 是 起 本 原 数 模 1. 现在 对 于 每 一 个 奇异 本 原 数 
,我 们 有 (Cam)= +1, 所 以 所 有 奇 的 奇异 本 原 数 模 1 亦 是 超 
本 原 数 模 [. 

其 次 , 若 在 严格 意义 下 1 不 属于 主 类 复合 , 则 我 们 选 一 个 奇 理 
想 了 使 =1t 为 一 个 全 正 数 .由 于 T 不 属于 严格 主 类 复合 ,所 以 由 
定理 172 可 知 在 ev 个 奇异 本 原 数 中 正好 有 eo 一 1 个 独立 数 w,， 
,we 使 当 ?=2,3,…,eo 时, Q(wi,Y) 二 十 1 及 一 个 数 wi ,独立 
于 这 些 数 ,使 QIo',r)= 一 1, 这 个 wi 肯定 不 是 超 本 原 数 模 二 否 


央 由 定理 167 可 知 
la 


将 成 立 . 但 由 wi 的 定义 可 知 这 一 乘积 等 于 一 1 ,所 以 wi 属于 复合 
Ra mod 4 [因此 每 一 个 本 原 数 属于 复合 wi 或 wf mod 4 1. 如 果 奇 
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数 e 与 8 属于 相同 的 复合 mod 4 1, 出 在 我 们 令 X(ta)= 


[全 儿科 让 由 由 于 op 为 超 本 原 数 模 [, 所 以 有 


Xla): XCB) = XaB} = 1, 
即 
Xo) = xX(B). 
从而 wa，…ae 中 没有 一 个 可 以 属于 由 wi 表示 的 复合 Rz. 否则 
X(w2) 将 = 一 1, 曾 由 wz 的 定义 ,X(w2) 等 于 1 所 以 w2,… ,we 为 
超 本 原 数 模 1, 而 wi 不 是 的 ;因此 定理 174 得 让 . 
定理 175 命 A=1r 为 一 个 全 正 数 ,r 为 一 个 奇 理 息 ,及 个 [为 
2 的 一 个 素 因子 . 则 与 4 互 素 的 本 原 数 a 是 超 本 原 数 的 充 要 条 件 


A 


定理 167 说 明 条 件 是 必要 的 .前 一 定理 的 证 明 表 明 按 下 面 的 
途径 ,这 也 是 充分 的 . 首先 假定 【等 价 于 严格 意义 下 一 个 理想 的 平 
方 , 则 我 们 可 以 找到 整数 8,p,4 使 

A = hop, No = {ft, 
p = ?7f， ho,pP 为 全 正 的 ， 
其 中 8 为 奇 的 并 与 ar 互 素 , 从 而 


人 -全 -的 的 | 

及 如 上 所 证 ,{ 2 } = + ! 为 本 原 数 = 亦 为 超 本 原 数 的 充 要 条 件 . 
便 如 果 T 不 是 一 个 主 类 复合 , 则 存在 一 个 奇异 本 原 数 % 使 
{ 空 ] = -1; 及 1,w 同时 表示 出 本 原 数 引起 的 两 个 互 异 剩余 类 复 
合 mod .车 a 与 wi(a =0 或 1) 属 于 相同 复合 mod 4 , 则 由 定理 


166 可 知 XY(a)=X(w4)= (一 1)*. 因 此 当 & 为 超 本 诛 数 modl 时 ， 


XCa) 二 十 1, 否则 X(a)= 一 1. 
定理 175 称 为 第 二 补充 定理 . 
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$ 63. 域 的 差 积 的 一 个 性 质 
及 相对 次 数 2 的 希 尔 伯 特 类 域 
在 结束 本 书 之 际 , 我 们 想 给 出 互 反 定律 两 个 应 用 ,首先 处 理 域 
的 差 积 b 属于 的 理想 类 . 
定理 176 域 的 差 积 b 总 是 等 价 于 域 & 的 一 个 理想 平方 . 
如 果 我 们 选择 中 一 个 能 被 b 整除 整数 w 旦 有 和 分解 式 


ww 二 购 ,a 为 奇 理 想 ， 
则 由 定理 173 可 知 对 于 我 们 定理 的 证 明 ,我 们 只 要 证 明 对 于 每 一 


个 奇异 本 原 全 正 数 。 满足 (e,a) = 1, 重 余 记号 为 { 全 }= +1 


为 了 证 明 这 一 点 ,我们 加 到 高 斯 和 的 公式 (199) 及 利用 决定 平 
方 分 母 和 之 值 的 定理 156. 由 (169) ,我 们 将 分 母 为 4a 的 和 


C( 喜 ,此 处 (e,0)=1, 分 解 为 一 个 分 母 为 4 的 和 及 一 个 分 母 为 6 
的 和 ;引进 奇 辅助 理想 满足 
ac = 一 个 数 s， 7 = 时 = 十 - 
则 由 (169) 式 可 知 
clas)= cs)= ce pl) 
及 苦 < 是 本 原 的 , 则 右 册 


=- 全 jc 人 (二 ct 这 
特别 当 s =1 时 有 
c( 疝 )= cl 他 
所 以 
Ca 
oa (215) 


$ 63, 域 的 差 积 的 一 个 性 质 及 相对 次 数 2 的 希 尔 伯 特 类 域 ，259 ， 


现在 我 们 将 互 反 公式 (199) 用 于 后 面 诸 和 ,使 这 些 和 转化 为 分 母 s 
的 和 ,它们 可 以 由 定理 161 直接 得 到 ， 


我 们 得 到 
C 4 一 . N( em scene C (— Te) 
w N(da} [3 | e 
同样 
1 
Se | /ND | et 
| v 六 04 
礁 由 (215) 式 可 知 
A Pa 
(#£)= pi SCsgnae -sgne) E 
a v Nle) 


对 于 每 一 个 与 a 互 素 的 本 原 数 。 成 立 . 如 果 我 们 假定 。 亦 是 一 个 
奇异 数 , 则 由 定理 156, 对 于 和 C (一 yw 所 ), 我 们 得 到 
1VN(e) | 之 值 ,从 而 


(£)= eA) Senae -sno) 当 w = 网 ， 为 奇 的 
及 s 为 一 个 奇异 本 原 数 ,{e ,a)=1. 


最 后 ,如 果 再 加 上 s 为 全 正 的 , 则 得 [全 ) = +1 及 由 定理 173 


可 知 a 及 差 积 b 属于 主 类 复合 . 

由 于 相对 域 的 差 积 是 按 定理 i111 构成 的 ,由 刚才 证 明 的 结果 
可 以 导出 : 

一 个 域 K 关于 它 的 于 域 的 相对 差 积 了; 总 是 等 价 于 中 一 
个 理想 平方 . 

进而 言 之 ,由 于 人 D; 的 相对 范 数 等 于 K 关于 的 相对 判别 式 ， 
我 们 可 见 相 对 范 数 亦 等 价 于 K 中 一 个 平方 ,因此 我 们 证 明了 

定理 177 如 果 上 中 理想 bi 是 一 个 域 关 于 有 的 相对 羯 别 式 ， 
则 bx 等 价 于 & 中 一 个 平方 


， 260， 第 八 章 ”任意 代数 数 域 中 的 一 次 下 反 定 律 


一 一 一 ， 


作为 互 反 定律 的 第 二 个 应 用 ,我 们 希望 研究 的 相对 次 数 为 
2 的 希 尔 伯 特 类 域 . 如 果 相 对 判别 式 等 于 1, 则 按 希 尔 伯 特 , 我 们 称 
这 个 域 关 于 点 是 非 分 歧 的 . 由 添加 大 中 一 个 数 的 平方 根 而 得 到 的 
非 分 歧 域 可 以 如 下 刻画 :由 定理 120, 它 们 可 以 由 添加 中 一 个 奇 
异 本 原 数 的 平方 根 而 得 到 .由 定理 172 可 知 上 中 奇异 本 原 数 的 互 
异 复合 等 于 2% 一 1( 平 方 数 不 被 当 作 奇 异 本 原 数 ). 

所 以 我 们 得 

定理 178 正好 有 2% 一 1 个 相对 于 有 相对 次 数 2 的 互 异 非 
分 歧 域 . 

所 以 ,这 些 域 与 的 理想 类 有 关 , 如 果 在 严格 意义 下 ,上 的 类 
数 为 奇数 , 则 不 存在 相对 次 数 为 2 的 非 分 歧 域 ,与 理想 类 的 联系 更 
清晰 地 揭示 了 分 拆 定理 的 形成 . 

定理 179 命 必 为 一 个 奇异 本 原 数 , 则 在 严格 意义 下 ho 个 理 
想 类 群 中 存在 一 个 阶 上 oo/ 的 子 群 名 Cw) 使 一 个 素 理 想 3 在 域 
K {vw ,上 ) 中 分 解 当量 仅 当 % 属 于 @(w). 

由 定理 172 可 知 , 满 足 Q(w,r) = +1 的 奇 理想 + 集合 在 严格 
意义 下 类 复合 群 中 决定 了 一 个 阶 为 2" ! 的 子 群 .由 于 每 一 个 类 复 
合 包含 严格 意义 下 Auo7z2a 个 类 ,所 以 满足 六 (om = +1 的 奇 理想 
人 恒 同 于 这 个 群岛 (ow) 的 ho 避 2 个 严格 类 中 的 奇 理想 . 

进而 言 之 ,这 对 于 能 够 整除 2 的 素 理想 【 亦 成 立 . 事 实 上 ,如 
果 奇 数 w 同 余 于 上 中 一 个 数 的 平方 mod L* "1 ,其 中 站 是 能 整除 > 
的 1 最 高 容 , 则 由 定理 119 可 知 对 于 $60 中 定 久 的 分 拆 记 号 有 
Qto,ry= +1. 在 其 他 情形 ,对 于 奇数 有 QQ(w,r)= -1 易 知 
w 为 本 原 的 及 P 与 44 是 互 素 的 ;所 以 Q(w,T) 二 十 1 当 且 仅 
当 wow 是 一 个 二 次 剩余 mod 4[. 由 定理 175 可 知 仅 1 属于 的 理想 类 
适合 这 个 条 件 .事实 上 , 若 4=fr 为 全 正 的 及 rt 为 奇 的 , 则 w 关于 1 


为 超 本 原 的 当 且 仅 当 | 振 } = +1. 


由 于 与 理想 类 有 这 一 紧密 联系 ,所 以 (Yew ,k) 称 为 & 的 类 
域 . 


$ 63, 域 的 郑 积 的 一 个 性 质 及 相对 次 数 2 的 着 尔 伯 特 类 域 261 - 


我 们 给 出 了 相对 二 次 域 的 理论 基础 , 互 反 定律 是 第 一 个 结果 ; 
类 域 的 存在 性 是 这 条 定律 的 一 个 推论 .在 希 尔 伯 特 与 富 尔 特 万 革 
勒 尔 的 经 典 发 展 中 (同样 在 高 次 蚂 剩 余 的 研究 中 ) 思 想 过 程 是 北向 
而 行 的 .首先 用 非常 复杂 的 另 一 方法 证 明了 类 域 的 存在 性 ,然后 讨 
论 与 理想 类 的 联系 ,并 由 此 导出 互 反 定 律 .为 此 所 谓 的 爱 森 斯 坦 互 
反 定 律 是 一 个 不 可 或 缺 的 工具 . 按 这 条 路 进行 ,所 有 情况 都 与 高 于 
2 次 的 相对 域 相关 ,没有 超越 函数 被 发 现 ,就 像 我 们 理论 中 的 西塔 
函数 ,并 导出 由 高 次 短 剩 余 得 来 的 和 的 互 反 关系 ,以 代 赫 商 斯 和 -. 
一 个 与 希 尔 伯 特 理论 有 关 的 新 的 上 友 非 常 寅 于 成 果 的 页 献 已 经 由 高 
本 真 治 ? 作 出 ,他 成 功 地 得 到 了 的 所 有 相对 域 的 完整 的 图 景 , 它 
们 是 “相对 阿 贝尔 的 ”, 即 它们 有 与 分 贺 域 对 于 名 (1) 同 样 的 对 的 


DD Uber eine Theorie des relariv-Abelschen Zahlkirpers, Journal of ihe 
College of Science, Imperial University of Tokyo, Vol. XLI{1920). 


译 后 记 


我 第 一 次 接触 Hecke 的 书 “ 代 数 数 理论 讲义 ”( 德 文 ) 是 在 
1958 年 左右 。 那 时 ,华罗庚 老师 带 着 我 研究 “多重 数 值 积分 ”"。 他 
提出 用 分 圆 域 的 独立 单位 系 来 构造 化 随 机 序列 的 想法 。 我 不 懂 代 
数 数论 ,只 能 边 学 边 干 。 我 找 了 一 些 书 来 读 , 苦 无 法 理解 与 掌握 其 
内 容 。 

见 到 Hecke 的 书后 ,如 获 至 宝 。 该 书 思 路 清晰 ,写作 深入 浅 
出 ,读者 易于 了 解 诸 基 本 概念 并 掌握 各 种 方法 。 随 着 我 们 计算 数 
学 工作 的 进展 ,我 对 经 典 代 数 数 论 的 了 解 也 逐渐 多 了 起 来 。 

1980 年 左右 ,我 及 被 Schmidt 关于 有 理 数 域 上 形 的 不 等 式 与 
方程 的 最 小 解 工作 吸引 。 很 自然 地 ,我 想 将 他 的 工作 推广 至 代数 
数 域 。 由 十 我 了 解 Hecke 书 的 内 容 , 所 以 这 一 工作 亦 得 以 完成 。 

因此 在 我 的 工作 中 ,十 分 得 益 于 这 本 好 书 。 这 本 书 出 版 80 年 
来 ,始终 是 一 本 不 可 替代 的 人 门 书 。1981 年 该 书 又 被 译 成 英文 由 
Springer 作为 GTMEF 出 版 。 于 是 萌发 了 我 将 该 书 译 成 中 文 的 念 
头 。 

完成 中 文 译 稿 后 ,我 于 2003 年 春秋 分 别 在 浙江 大 学 高 等 数学 
研究 中 心 与 中 国 科学 院 数学 与 系统 科学 学 院 为 研究 生 讲 课 ,讲授 
了 前 面 27 节 ( 共 32 学 时 ) ,多 于 听 收 ,效果 还 好 。 

由 于 有 关 单 位 及 朋友 的 鼓励 与 支持 ,特别 得 到 中 科 院 科学 出 
版 基金 资助 与 科学 出 版 社 的 支持 ,现在 得 以 出 书 , 使 更 多 读者 受 
益 , 确 是 令 人 欣慰 之 事 。 我 并 人 异 此 机 会 向 对 我 帮助 过 的 单位 与 朋 
友 致 以 衷心 地 感谢 。 


王 元 
2004 年 5 月 
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